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Kapitel 1

Einleitung

In einer Einleitung wird normalerweise erklirt, worum es im danach fol-
genden Text im Wesentlichen geht. Das soll hier natiirlich auch geschehen.
Inspiriert von der Arbeit von Christine Ritzmann [22]' habe ich mich je-
doch entschlossen, zwei Einleitungen zu schreiben, die sich an verschiedene
Lesergruppen wenden und unabhingig voneinander sind. Das soll natiirlich
niemanden daran hindern, beide Teile zu lesen.

Der erste Teil ist fiir Leute gedacht, die (fast) keine Kenntnisse in Informatik
oder Mathematik haben, aber trotzdem wissen wollen, worum es in meiner
Arbeit geht. Ich versuche, dies an einem anschaulichen Beispiel zu erkliren.
Die zweite Einleitung ist ,klassisch-wissenschaftlich®, d.h. hier findet die
Leserin? eine Einfiihrung in die Problemstellung, grundlegende Definitionen
und Notationen und eine kurze Zusammenfassung der wesentlichen Resul-
tate.

!Eine mathematische Diplomarbeit, die sehr spannend zu lesen ist. Sie wurde mit dem
,Preis zur Forderung der sprachlichen Qualitdt wissenschaftlicher Arbeiten® der GHF
ausgezeichnet.

%Ich halte den Ausdruck ,die Leserin bzw. der Leser® fiir umstindlich und ,die/der
LeserIn® fiir unlesbar. Deswegen werde ich in der Arbeit abwechselnd die mannliche und
weibliche Form verwenden.



KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Einleitung fiir Jedermann und Jedefrau

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Hey, was ist denn das fiir ein Buch?

Bitte? Ach so, mal sehen: Viele Formeln, fast keine Abbil-
dungen, ein Titelbild von Escher ... das kann eigentlich nur
die Diplomarbeit von Mark sein. Ja genau, steht ja auch vor-
ne drauf: ,Attribut-effizientes Lernen in Klassen von symme-
trischen Funktionen und Threshold-Funktionen“ von Mark

Cieliebak.

Ach, das ist so schrecklicher Informatik-Kram, oder? Unmen-
gen an Theorie, die kein Mensch versteht! Fr hat mal ver-
sucht, mir zu erkliren, worum es geht, aber ich hab’ kein
Wort verstanden.

Naja, stimmt schon ein bifichen, aber ganz so schlimm ist es
nun auch wieder nicht. Paf} auf, ich erkldr’s dir.

Ach vergiB} es, ich hab’ doch keine Ahnung von Mathe!

Brauchst du auch erstmal nicht, wir kommen fast ohne Mathe
aus. Stell dir vor, du arbeitest in einer Fabrik, die Gasleitun-
gen und Schlduche herstellt. Eines Tages kommt dein Chef
zu dir und sagt:

»Es hat gestern bei den Schlduchen einen Produk-
tionsfehler gegeben. Von der Tagesprodulktion, das
waren genau 16384 Schlduche, sind einige defekt.
Aus unseren Produktionsdaten wissen wir, daf} ge-
nau 16 Schliuche undicht sind. Natiirlich kénnen
wir die so nicht ausliefern. Leider wissen wir aber
nicht, welches die defekten sind. Gehen Sie ins La-
ger, iiberpriifen Sie alle Schliuche und finden Sie
die fehlerhaften.“

Was ist das denn fiir ein komisches Beispiel? Jede normale
Firma wiirde sich einen Teufel darum scheren, wenn da 16
kaputte Schliuche ausgeliefert wiirden.

Und was ist, wenn das Teile fiir die Raumfahrt sind? Dann
ist es entscheidend, daf} alle Schiduche absolut dicht sind.

Und woher weil mein Chef, dafl genau 16 Schliuche kaputt
sind?

Nimm einfach an, daf eine der Maschinen fiir genau eine
Stunde falsch eingestellt war, so dafl das Material nicht ganz
in Ordnung war. Dann weil dein Chef natiirlich, wieviele un-
dichte Schlduche in dieser Zeit produziert worden sind. Wenn
die aber schon im Lager gelandet und mit den intakten ver-
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Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

mischt worden sind, hast du die Situation aus meinem Bei-
spiel.3
Hmmm.

Zugegeben, das Ganze ist etwas konstruiert, aber das ist lei-
der manchmal so, wenn man einfache Beispiele fiir Ergebnis-
se aus der Theorie sucht. Und ich will dir an dem Beispiel ja
auch nur anschaulich erkldren, worum es in der Arbeit geht.
Ich behaupte nicht, dafl das jeden Tag genau so angewendet
wird.

Ist ja schon gut. Also nehmen wir an, ich forsche nach 16
undichten Leitungen.

Als erstes iiberlegst du dir, wie du einen defekten Schlauch er-
kennen kannst. Dafiir brauchst du ein Dichtigkeits-Testgerét.
Das kann zum Beispiel eine Pumpe sein, mit der in dem
Schlauch ein relativ hoher Druck erzeugt wird, indem viel
Luft hineingepumpt wird. Das Gerdt mifit den Druck im
Schlauch, wartet einige Minuten und bestimmt anschlieBend

erneut den Druck. Wenn dieser sich nicht verdndert hat, ist
der Schlauch dicht, andernfalls undicht.*

Wow, da wire ich ja nie drauf gekommen! Sowas machen also
Theoretische Informatiker?

Jaja, schon gut. Nehmen wir mal an, du hast so ein komisches
Gerit. Diesen kompletten Vorgang mit Luft pumpen, messen,
warten und messen will ich mal ,testen“ nennen, um nicht
immer alles aufzdhlen zu miissen. Auflerdem soll das Gerdt
eine Lampe haben, die nach einem Test leuchtet, wenn der

Schlauch dicht ist.

Das heifit, um einen Schlauch zu iiberpriifen, schliefle ich das
Gerit an und schaue, ob die Lampe leuchtet. Bleibt sie aus,
ist der Schlauch Schrott.

Ja genau. Du kannst jetzt natiirlich ins Lager gehen und an-
fangen, die Schlduche einzeln zu testen. Wenn du viel Gliick
hast, findest du direkt mit den ersten Tests genau die 16 un-
dichten Leitungen, d.h. bei den ersten 16 Tests bleibt die
Lampe aus. Dann brauchst du auch genau 16 Tests.

Das ist irgendwie klar, oder?

Ja, aber was passiert, wenn du Pech hast?

Dann muf ich halt etwas 6fter testen. Ist aber doch nicht
schlimm, soviel wird’s schon nicht sein.

*Die meisten der folgenden Uberlegungen funktionieren iibrigens auch dann, wenn man
die Anzahl der undichten Teile nicht genau kennt.
*Es gibt natiirlich noch viele weitere Méglichkeiten, einen Schlauch zu testen.
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Bernd:
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Laf uns mal schaun: Da liegen 16384 Schliuche vor dir, von
denen genau 16 undicht sind. Die anderen 16384 —16 = 16368
Leitungen sind also intakt. Jetzt nehmen wir mal an, die er-
sten 15 Schlduche, die du testest, sind alle kaputt.

Hast du nicht gesagt, ich hdtte Pech? Wenn ich 15 undichte
Schlduche gefunden habe, bin ich doch schon fast fertig!

Ja, aber nicht ganz. Du muflt ja noch die 16. defekte Lei-
tung finden. Jetzt kann es aber sein, dafl die ndchsten 16367
Schlduche, die du testest, alle in Ordnung sind. Dann lie-
gen noch zwei Schlduche vor dir, die du noch nicht tiberpriift
hast, und du weiBt, da einer davon undicht und der andere
dicht ist. Also muft du noch einen von beiden testen, um zu
entscheiden, welcher in Ordnung ist.

Hey, das ist aber irgendwie extrem unwahrscheinlich, daf} ich
soviele dichte Leitungen nacheinander finde, oder? Auflerdem
hab’ ich meistens Gliick.

Ja gut, aber es kann dir passieren. Insgesamt hast du dann
15+ 16367+ 1 = 16383 Tests gemacht. Wenn dann das Gerdt
noch fiir jeden Test mehrere Minuten braucht ...

Uups, das ist viel. Bis dahin hédtte ich sicher schon gekiindigt.
Aber wie gesagt, das ist auch extrem unwahrscheinlich.

Ja, aber mdéglich ist es trotzdem. Und pessimistisch, wie die
Welt nun mal ist, interessiert man sich sehr oft nur dafiir, was
dir im schlimmsten Fall passieren kann. Und genau das wer-
den wir auch tun. Das heif3t, ich werd’ dir gleich ein Verfahren
erkldren, mit dem du relativ schnell die undichten Leitungen
finden kannst. So ein Verfahren nennt man auch Suchstrate-
gie. Fine Suchstrategie sagt dir einfach, welche Schlduche du
in welcher Reihenfolge testen muBt.

Es gibt also verschiedene Suchstrategien?

Ja klar, und die méchte man natiirlich miteinander verglei-
chen. Dazu schaut man sich an, wieviele Tests du mit einer
Suchstrategie machen muf3t, wenn du extremes Pech hast.
Das ist die Laufzeit der Strategie im schlimmsten Fall. Im
Fach-Chinesisch heifit das ,worst-case-Laufzeit“. Wenn du
nun verschiedene Suchstrategien mit ihren Laufzeiten kennst,
kannst du sie vergleichen und entscheiden, welche die beste
ist.

Also ist fiir unsere Strategie diese komische Laufzeit genau
16383 Tests.

Ja genau.
Okay, ich glaube, das ist klar. Und jetzt? Jetzt lese ich die



1.1. EINLEITUNG FUR JEDERMANN UND JEDEFRAU 5

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Diplomarbeit hier und finde eine bessere Strategie?
Nicht so hastig, du kannst ja erstmal selber nachdenken.

Ich helf’ dir mal ein bif,chen. Was passiert, wenn du mehrere
Schliuche verbindest und dann mit deinem Gerdt testest?

Keine Ahnung, das hdngt davon ab, wie ich die verbinde.

Nehmen wir mal an, die haben so luftdichte Kupplungen.
Und auBerdem soll das Testgerdt in der Lage sein, beliebig
viele Schlduche gleichzeitig zu testen.”

Dann leuchtet die Lampe, wenn alle getesteten Schlduche

dicht sind.

Richtig. Umgekehrt bleibt die Birne dunkel, wenn mindestens
einer der verbundenen Schlduche undicht ist. Und genau das
ist der Trick. So kannst du ndmlich relativ viele Schlduche
gleichzeitig testen.

Also wenn die Lampe leuchtet, sind alle Leitungen, die ich
gerade teste, in Ordnung. Die kann ich dann einfach wegle-
gen. Aber wenn sie nicht leuchtet, dann hab’ ich doch nichts
davon, oder?

Doch. Nehmen wir mal an, du hast 32 Leitungen verbunden
und die Lampe bleibt dunkel. Dann ist also mindestens einer
der Schlduche undicht, moglicherweise auch mehr. Wie kannst
du nun einen von diesen defekten Schiduchen finden?

Keine Ahnung.

Dazu unterbrichst du die Leitungsreihe genau in der Mitte,
also nach dem 16. Schlauch, und hast danach eine linke und
eine rechte Hilfte mit jeweils 16 Schlduchen. Du testest mit
deinem Gerdt die linke Hélfte der Leitungen. Falls die Lam-
pe dunkel bleibt, mufl mindestens ein undichter Schlauch in
dieser Hélfte sein. Falls die Lampe leuchtet, sind alle Leitun-
gen links in Ordnung. Dann weit du aber, dafl mindestens
ein undichter Schlauch in der rechten H&lfte liegen muf, da
ja von allen 32 Leitungen mindestens eine undicht war. Neh-
men wir mal an, die Lampe leuchtet fiir die linke Hélfte. Dann
betrachtest du nur noch die 16 Schlduche in der rechten HAlIf-
te, von denen mindestens einer kaputt ist. Die anderen Lei-
tungen vergifBt du sofort. Du unterbrichst die 16 Schliuche
wieder in der Mitte und testest die linken 8 Leitungen. Neh-
men wir an, die Lampe leuchtet nicht. Dann ist unter den

®Praktische Probleme wie z. B. Mefungenauigkeiten scheinen Sonja nicht zu interessie-
ren. Diese sind aber auch nicht wichtig fiir das Verstindnis der Suchstrategie.
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Sonja:

Bernd:

Sonja:
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linken 8 Schlduchen mindestens ein kaputter. Wieder unter-
suchst du nur diese 8 Leitungen weiter, halbierst diese, findest
4 Schlduche mit mindestens einem defekten, halbierst diese,
findest 2 Schliuche mit mindestens einem defekten, halbierst
diese, findest einen Schlauch mit mindestens einem defekten,
und bist fertig.

Ah ja?

Klar, der letzte Schlauch, der noch vor dir liegt, muf} defekt
sein.

Sooo klar find’ ich das nicht.

Warte, ich mal dir mal ein Bildchen.

Alle 32 Schlauche werden verbunden.

Test von 16 Schlduchen. Die Lampe |euchtet.

X

\@/ [

s N

Test von 8 Schlduchen. Die Lampe leuchtet nicht.
Test von 4 Schléuchen. Die Lampe leuchtet.
AN /
-
Test von 2 Schléuchen. Die Lampe leuchtet nicht.

&

Test von einem Schlauch. Die Lampe leuchtet nicht.

&

Abbildung 1.1: Halbierungssuche nach einem undichten Schlauch

Bernd:

Sonja:

Am Anfang hast du 32 Schlduche, von denen mindestens ei-
ner defekt ist. Dann wird jeweils eine Hélfte der Schliuche
getestet und in dem Teil weitergesucht, der mindestens ei-
ne defekte Leitung enthdlt. Sobald nur noch ein Schlauch
iibrig ist, hérst du natiirlich auf mit dem Halbieren. Der letz-
te Schlauch muf} dann defekt sein.

Das ist aber kompliziert!

Auf den ersten Blick schon, aber wenn du das mal selber
versucht hast, ist es total einfach. Fang vielleicht einfach mit
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Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

64 Schlauchen an und nimm an, die 17. Leitung und die 34.
sind defekt. Mit dem fortgesetzten Halbieren solltest du nach
ein paar Tests genau das 17. Kabel iibrighehalten. Versuch’s
ruhig mal.

Ach a8 mal, das glaub’ ich dir auch so. Aber so finde ich

doch nur einen undichten Schlauch, und nicht alle, oder?

Ja, aber der Rest ist einfach. Du fingst damit an, daf3 du alle
16384 Schlduche verbindest.

Und das soll einfach sein? Da hab ich ja ewig zu tun.

LafB uns das gleich diskutieren, okay? Also, unter diesen 16384
Schlduchen sind natiirlich auch alle 16 undichten. Du fiihrst
unsere Halbierungssuche durch, mit der du einen undichten
Schlauch findest. Den schmeifit du einfach weg und ersetzt
ihn durch einen neuen, der dicht ist.® Danach hast du wieder
16384 Schlduche, aber darin sind nur noch 15 undichte. Mit
der Halbierungssuche findest du wieder einen defekten und
ersetzt diesen sofort. Danach sind es nur noch 14 undichte
Leitungen.

Ach so, und das mache ich solange, bis ich alle undichten
Leitungen gefunden habe.

Ja genau. Du mufBt also 16 Halbierungssuchen durchfiihren,
um alle defekten Schliuche zu finden.

Das dauert doch ewig! Am Anfang muB ich alle Schlduche
miteinander verbinden, dann startet jede der Halbierungssu-
chen immer mit 16384 Leitungen und anschlieBend mu#B ich
alle Schlduche wieder verbinden.

Das hangt davon ab, was du mit ,ewig® meinst. Natiirlich
ist es ein bifichen Arbeit, die ganzen Schlduche immer kor-
rekt miteinander zu verbinden. Aber wenn dieses Testgerdt
extrem lange fiir einen Test braucht - wir hatten mehrere
Minuten gesagt - dann ist der Aufwand fiir das Verbinden
der Schliuche eher gering im Vergleich zum Testen. Und ge-
nau das ist die wesentliche Figenschaft bei dem Modell, um
das es in dieser Arbeit geht: Es gibt irgendwelche Tests, die
extrem aufwendig im Vergleich zu allem anderen sind. Deswe-
gen sucht man Strategien, die mit sehr wenigen Tests auskom-
men. Ob dafiir andere Arbeiten, wie bei uns das Verbinden
der Schliuche, notwendig sind, interessiert nicht. Fs werden
nur die Tests gezdhlt, die fiir eine Strategie notwendig sind.

SEigentlich muf der undichte Schlauch nicht ersetzt werden, aber Sonja hat scheinbar
keine Lust zu erkldren, wie man die Halbierungssuche fiir eine ungerade Anzahl Schlauche
durchfiithrt. Das geht aber im Wesentlichen genauso.
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Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:
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Das ist aber extrem realitdtsfremd, oder?

Nicht so schlimm, wie es im Moment klingt. Es gibt tatsdch-
lich Beispiele aus der Realitdt, in denen das zutrifft. Nimm
mal an, du hast sehr viele Blutproben vor dir stehen und
willst priifen, welche davon Antikérper enthalten. Du kannst
natiirlich jede Probe einzeln testen. Du kannst aber auch ein
Gemisch aus mehreren Proben erstellen und dann darin nach
Antikérpern suchen. Dabei entpricht eine infizierte Blutpro-
be einem undichten Schlauch in unserem Beispiel, das Zu-
sammenkippen der Blutproben ist genau das Verbinden der
Schlduche und eine Blutuntersuchung entspricht einem Test
mit unserem Dichtigkeits-Testgerdt. Das Zusammenkippen
mehrerer Blutproben ist natiirlich sehr einfach im Vergleich
zu einer Blutuntersuchung.”

Hmm, aber wenn ich nur eine infizierte Blutprobe habe und
die mit ganz vielen anderen vermische, dann kann ich irgend-
wann die Antikérper nicht mehr finden, weil es viel zu wenig
sind.

Ja gut, auch da gibt es noch Probleme in der Praxis, aber es
ist zumindest eine echte Anwendung.

Okay, schon gut. Aber trotzdem muf} ich doch mit diesen
Halbierungssuchen ewig viele Tests machen, oder?

Eben nicht! Fiir eine Halbierungssuche brauchst du halt nur
sehr wenig Tests. LaB uns mal ausrechnen, wieviele das sind.
Ha, das riecht nach Mathe!

Ja, aber nur ganz wenig. Also, bei den 32 Schlduchen, wie oft

mubBtest du die halbieren und eine Héilfte testen, bis nur noch
ein Kabel iibrighlieb?

Mal sehen. Das war

32 = 2x16
16 = 28
8 = 2x4

2% 2
2 = 2x1

Das sind genau 5 Halbierungen gewesen.

Genau. Jetzt stell dir vor, du startest mit 1024 Leitungen.

"Dieses Beispiel stammt tatsichlich aus der Realitiit. Im Zweiten Weltkrieg wurden
in den USA alle Soldaten auf Syphilis untersucht und hierbei entsprechende Strategien
entwickelt (vgl. [9]). Warum Sonja dieses Beispiel nicht verwendet, ist unklar. Vielleicht
ist es ihr zu ,,blutriinstig“?
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Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Bernd:

Sonja:

Dann muflich 512, 256, 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2 und 1 Schlduche
testen. Das sind genau 10 Tests. Irgendwie kommen mir die
Zahlen bekannt vor.

Das sind die Potenzen von 2. Das ist aber hier nicht so ent-
scheidend. Wichtig ist, daB es in der Mathe die Bezeichnung
log,(n) gibt, den Logarithmus zur Basis 2, der genau angibt,
wie oft ich die Zahl n halbieren mufl, um auf die Fins zu
kommen. Zum Beispiel ist log,(32) =5

Ach so, und dann ist logy(1024) genau 10, weil ich 10 mal
halbieren muB. Das ist ja einfach. Ich glaub’, das kenne ich
noch aus der Schule.

Kann gut sein.

Aber was ist, wenn die Zahl n ungerade ist? Dann kann ich
doch nicht genau halbieren, oder?

Stimmt, dann mufl man etwas genauer rechnen, aber das ist
im Moment nicht so wichtig. s macht fast keinen Unter-
schied, und in meinem Beispiel sind die Zahlen immer gerade.

Na, so ein Zufall!

Wie viele Tests muft du denn jetzt mit der Halbierungssuche
machen, um alle 16 defekten Schliuche zu finden?

Mal schauen - ich muf3 genau 16 Halbierungssuchen durch-
fiihren. Jede von diesen Suchen braucht log,(16384) Tests.
Also sind das insgesamt 16 - log,(16384) Tests.

Hmmm, 8192,4096,2048,...,1 - also ist log,(16384) gleich
14. Insgesamt sind das dann 16-14 = 224 Tests. Das ist aber
echt wenig.

Ja, und das ist schon die Laufzeit im schlimmsten Fall, denn
du findest ja mit jeder Halbierungssuche genau einen undich-
ten Schlauch. Hier kommt es also nicht auf Gliick oder Pech
an.® Wenn du fiir das Verbinden der Schliduche nur sehr we-
nig Zeit im Vergleich zu einem einzelnen Test brauchst, dann
sind diese 224 Tests doch entschieden besser als die 16383
von der einfachen Strategie, oder?

Zugegeben, das ist schon echt gut.

Ja, ,eut® schon, aber noch nicht optimal. Es geht sogar noch
besser.

Echt? Wie denn das?

Dafiir braucht man zwei Ideen. Erstens kann man am Anfang
aus allen Schliuchen 16 verschiedene Haufen mit jeweils ge-

8 Allerdings kann man bei dieser Strategie kein Gliick haben. Man braucht immer 224

Tests.
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nau 16384 : 16 = 1024 Leitungen machen und danach jeden
Haufen einzeln betrachten. Dann starten die Halbierungssu-
chen nicht immer mit so vielen Schliuchen. Aulerdem kannst
man bei den Halbierungssuchen etwas geschickter sein. Was
ist, wenn fiir eine Leitungsreihe in beiden H&lften ein defekter
Schlauch ist? Dann testest du im Moment nur die linke Half-
te und suchst da weiter. Wenn du aber direkt beide Hélften
testest, weiBBt du sofort, daff auch in der rechten Hélfte noch
ein kaputter Schlauch ist, den du noch finden mufit.

Das hab’ ich jetzt irgendwie nicht verstanden.

Das ist auch nicht so wichtig. Das Entscheidende ist, daf}
man fiir diese etwas verbesserte Strategie beweisen kann, daf
sie fast optimal ist. Es kann also keine wesentlich besseren
Strategien geben.

Wie macht man das denn?
Nun, dafiir braucht man ein bilchen mehr Mathe ...
Halt, das gerade war schon genug!

Na gut, dann erkldre ich nur die grundsétzliche Idee: Nimm
an, du hast irgendeine Strategie. Dann interessiert dich, wie-
viele Tests du mit dieser Strategie im schlimmsten Fall ma-
chen mufit, um alle defekten Schliuche zu finden. Bei unse-
rer ersten Strategie waren das zum Beispiel 16383, bei un-
serer zweiten nur noch 224 Tests. Mit ein wenig Rechnen
kann man nun sogenannte ,untere Schranken® bestimmen.
Die geben an, wieviele Tests jede Strategie im schlimmsten
Fall mindestens machen muf.

H&ah? Was ist das?

Ich erkldr’s nochmal anders: Eine untere Schranke fiir ein
Problem hidngt nicht von einer speziellen Suchstrategie ab,
sondern nur von der Aufgabe, die du I6sen willst. Das ist so-
zusagen ein Maf} dafiir, wie schwierig die Aufgabe iiberhaupt
ist. Ich versuch’s mal mit einem ganz anderen Beispiel. Stell
dir vor, du suchst eine mdglichst kurze Fahrtroute von Dort-
mund nach Ziirich. Dann kannst du dir einen Atlas nehmen,
verschiedene Strecken raussuchen und deren Lidnge bestim-
men. Eine untere Schranke fiir diese Liangen ist aber ganz be-
stimmt der Luftlinienabstand zwischen den beiden Stéddten,
das heiBt du wirst keine noch so geschickte Fahrtroute finden,
die kiirzer ist als die Luftlinie.

Die verschiedenen Fahrtrouten sind also die unterschiedlichen
Strategien, die Schliuche zu testen, und die Luftlinie ist diese
komische untere Schranke?
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Sonja: Ja genau. Die untere Schranke sagt dir also, wie lang je-
de Strecke mindestens ist, oder in unserem Beispiel wieviele
Tests jede Strategie im schlimmsten Fall stellen muf. Fiir un-
ser Beispiel ist eine untere Schranke von 16-logy(1532%) = 160
Tests bekannt. Das bedeutet, daBl jede Strategie, egal wie ge-
schickt und toll sie ist, im schlimmsten Fall mindestens 160
Tests machen muf, um alle undichten Schliuche zu identifi-

zieren.

Bernd: Dann sind unsere 224 Tests doch gar nicht so schlecht, oder?

Sonja: Das stimmt zwar, aber die Informatiker méchten halt bes-
ser als ,nicht so schlecht“ sein. Die wollen immer optimale
Loésungen.

Bernd: Und die gibt es immer?

Sonja:  Natiirlich, es gibt fiir jede Aufgabe - zumindest in der Infor-
matik - eine optimale Lésung.? Es gibt ja auch eine kiirzeste
Fahrtroute von Dortmund nach Ziirich. Aber es gibt auch
immer zwei Probleme: Erstens muf3t du die optimale Lésung,
also in unserem Fall die kiirzeste Strecke, finden. Und zwei-
tens muBt du erkennen und danach beweisen kénnen, daf3 die
Lésung optimal ist.

Bernd: Das hért sich sehr schwierig an.

Sonja:  Ist es leider auch. Du mufit dafiir ja zeigen, dafi niemand je-
mals eine so gute Idee haben kann, daf} seine Strategie besser
ist als deine. Dafiir kann man gerade die unteren Schran-
ken verwenden. Wenn die Laufzeit deiner Strategie sehr nah
bei einer unteren Schranke liegt, dann ist sie auch sehr gut.
Leider sind die Beweise oft sehr kompliziert und theoretisch,
und meistens kann man nur fir sehr eingeschridnkte Probleme
gute untere Schranken zeigen. Zum Beispiel gibt es Sortier-
verfahren, von denen man zeigen kann, daf} sie anndhernd
optimal sind. Dazu mufl man sich tiberlegen, dafl man jedes

Suchverf. ..

Bernd: Hey, nicht noch ein neues Beispiell Du wolltest mir doch ei-
gentlich nur erkliren, was in der Diplomarbeit steht, und
nicht eine Vorlesung iiber Informatik halten. Oder hat das
was mit der Arbeit zu tun?

Sonja:  Ach so, nein, eigentlich nicht direkt. Sorry. Also gut, nochmal
zu unserem Beispiel. Laf3 mich nochmal etwas abstrakter er-
kldren, worum es bei den Schliuchen geht. Es sind n Objekte
vorhanden, von denen bekannt ist, dafl genau k von diesen

®Das ist natiirlich eine sehr gewagte These, die stark davon abhingt, was Sonja unter
»optimal“ versteht.
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Objekten defekt sind.
Was sind denn n und k?

Das sind Variablen. So eine Variable n steht quasi fiir irgend-
eine beliebige Zahl. Du kannst dir vorstellen, daf§ da einfach
die echten Zahlen stehen, wenn du willst. Mit den Variablen
kann man aber einfacher rechnen und allgemeine Formeln
herleiten, in die man spéter die konkreten Zahlen einsetzt.

Dann sind in unserem Beispiel n = 16384 Schlduche vorhan-
den und darunter k = 16 undichte.

Genau. Die Aulgabe besteht darin, diese k defekten Objekte
zu finden. Dazu darf man Tests durchfiihren, die ein positives
oder negatives Resultat haben kdnnen.

Und ein Test ist das Verbinden von mehreren Leitungen mit
unserem Testgerét.

Ja. Wie so ein Test aussieht und wovon das Testergebnis
abhdngt, kann nun variieren. In unserem Beispiel mit den
Schlduchen war das FErgebnis genau dann positiv, wenn min-
destens ein kaputtes Kabel in dem Test vorkam. Man kann
sich nun noch Tausende weitere Testformen ausdenken. In
der Arbeit von Mark kommen drei Tests vor:

e FEin Test ist genau dann positiv, wenn mindestens 7 de-
fekte Objekte in der Testmenge sind. Der Wert T ist da-
bei irgendeine feste Zahl und wird als Schwellwert oder
Threshold bezeichnet.

e FEin Test ist genau dann positiv, wenn sich die Anzahl
der defekten Objekte nicht durch eine Zahl ¢ teilen 1483t.
Die Zahl ¢ wird dann als Modulus bezeichnet.

e Fin Test ist genau dann positiv, wenn genau p defekte
Objekte in der Testmenge sind. Dabei ist p irgendeine
beliebige Anzahl.

Das sind aber komische Tests. Kannst du die etwas erkliaren?
Eigentlich nicht, da kenne ich leider keine verniinftigen Bei-
spiele.

Wie, gar nicht?

Ich kann vielleicht versuchen, die Tests zu veranschaulichen,
aber das hat dann nichts mit realen Anwendungen zu tun.
Das soll dir nur helfen, besser zu verstehen, was mit den Tests
gemeint ist.

Wenn du bei der ersten Testart den Wert T auf Eins setzt,
hast du genau unser Schlauchbeispiel. Das heifit, ein Test ist
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positiv, wenn mindestens ein undichter Schlauch mitgetes-
tet wird. Wenn das 1 jetzt gréBer als Fins ist, zum Beispiel
50, kannst du dir vorstellen, dafl das Testgerdt so ungenau
ist, daB schon aus mindestens 50 Schliuchen Luft entwei-
chen muB, damit das Gerdt den Druckabfall feststellt. Dann
leuchtet die Lampe nicht und du weilt, daf3 es mindestens 50
defekte Schlduche gibt.

Bernd: Na gut, prinzipiell verstehe ich das, aber das Beispiel ist wirk-
lich schlecht. Wenn das Gerdt so ungenau ist, kann es doch
passieren, dafl die Lampe nicht leuchtet und trotzdem sind
nur 49 undichte Schliuche in der Reihe, oder?

Sonja:  Stimmt. Wie gesagt, das ist kein wirklich gutes Beispiel.
Bernd: Allerdings!

Sonja: Bei der zweiten Testart, die mit dem Modulus, kann ich das
vielleicht erstmal fiir ¢ = 2 erkldren. Aber ich mufl dich war-
nen, dieses Beispiel ist auch nicht viel besser!

Bernd: Hmmm.

Sonja:  Der zweite Test ist fiir ¢ = 2 genau die Frage, ob die Anzahl
der defekten Objekte, die getestet werden, gerade ist oder
nicht. Nimm mal an, du hast ein grofles Netz von Computern
und willst darin Nachrichten verschicken. Du kannst fiir dei-
ne Nachricht angeben, von wo aus sie iiber welche Computer
wohin verschickt werden soll. Was passiert nun, wenn einige
Computer defekt sind'® und die Nachricht immer riickwérts
weitergeben, das heiit die Reihenfolge der Buchstaben ein-
fach umdrehen? Wenn so ein kaputter Computer die Nach-
richt ,Nietzsche ist tot.“ erhilt, schickt er ,.tot tsi ehcszteiN“
weiter. Deine Aufgabe ist es nun, die defekten Computer zu
finden. Du kannst dafiir Nachrichten iiber einige Zwischen-
computer an dich selber schicken und priifen, wie sie ankom-
men. Wenn ein Text korrekt ankommt, war entweder kein de-
fekter Computer dazwischen oder deren Anzahl war gerade.
Wenn die Nachricht aber riickwérts ankommt, war die An-
zahl der defekten Computer auf dem Weg ungerade. Ein Test
ist hier also das Verschicken einer Nachricht iiber bestimmte
Computer. Ein Test ist positiv, wenn die Nachricht korrekt
ankommt, also die Anzahl der defekten Computer gerade und
somit ein Vielfaches von ¢ = 2 war.

Bernd: Das heiit ich kann nur sehen, ob die Anzahl der defekten
Computer gerade war oder nicht und muf} so alle kaputten

1%Hier meint Sonja wohl eher ,schlecht programmiert®, was ja gelegentlich vorkommen

soll.
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Gerdte finden. Das ist knifflig.

Stimmt. Wenn ¢ nun gréBer als 2 wird, geht es darum, daf}
sich nicht genau 2, sondern halt q defekte Objekte gegenseitig
neutralisieren. Dalftir gibt’s vielleicht in der Chemie oder Bio-
logie Beispiele, aber wie gesagt, da weif3 ich keine konkreten
Anwendungen.

Und die dritte Klasse? LaB mich raten, auch da gibt’s keine
guten Beispiele?

Nein, und da versuche ich’s auch gar nicht erst. Das ist einfach
das Problem, daf} du ein Testgerdt hast, das nur bei genau p
defekten Objekten reagiert, also nicht bei weniger und nicht
bei mehr. Dafiir fallt mir nun wirklich nichts ein.

Na gut, ich glaub’, das verstehe ich jetzt auch so. Und was
macht Mark jetzt mit diesen Tests?

Naja, in der Arbeit geht es im Wesentlichen darum, fiir die-
se drei Arten von Testformen optimale oder zumindest gute
Strategien anzugeben, um die defekten Objekte zu identifizie-
ren. Man kann die drei Tests iibrigens etwas mathematischer
als Threshold-, Modulo- und Anzahl-Funktionen bezeichnen.

Und fiir diese komischen Funktionen gibt Mark in seiner Ar-
beit Strategien an.

Ja genau. Fiir die Threshold-Funktionen kann er beweisen,
daB die Strategien, die er angibt, immer optimal'l sind.

Fiir die Modulo-Funktionen schafft er das nicht ganz, da
stimmt das nur, wenn der Modulus ¢ nicht allzu grof} wird.

Und die Anzahl-Funktionen?

Tja, das ist schwer zu sagen. Bei den Anzahl-Funktionen zeigt
er, daf} es dafiir eine schnelle Strategie gibt, wenn es ein Lot-
tosystem mit sehr wenig Tippreihen gibt.

Was fiir ein System?

Es geht zum Beispiel darum, wie viele Reihen man tippen
mufB, um garantiert genau vier Richtige beim Lotto zu haben.
Wenn man so ein System kennt, dann hat man auch direkt
eine Strategie fiir die Anzahl-Funktionen.

Und solche Lottosysteme gibt es?

Natiirlich gibt es solche Systeme. Die Frage ist, mit wie wenig
Tippreihen man auskommt. Und da hat Mark leider nichts
gefunden. Es gibt zwar viele wissenschaftliche Artikel und
auch einige schéne Spielsysteme, aber er hat keins gefunden,

" Hier iibertreibt Sonja leider ein wenig. Die Strategien sind nur asymptotisch optimal,
d.h. sie treffen die unteren Schranken bis auf konstante Faktoren.
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das genau seinen Anforderungen entspricht. Er konnte aller-
dings auch nicht sehr intensiv suchen, da er diese Beziehung
zwischen seiner Arbeit und den Lottosystemen erst kurz vor
der Abgabe untersucht hat.

Bernd: Schade eigentlich, oder?

Sonja: Ja, aber vielleicht liest ja mal jemand die Arbeit, der Ahnung
von Kombinatorik hat.

Bernd: Wenn iiberhaupt jemand die Arbeit liest. Wieso hat er ei-
gentlich gerade diese drei Tests ausgewdhlt?

Sonja:  Oh, das hatte wohl mehrere Griinde. Finerseits beruht die
ganze Arbeit auf einem Artikel von Uehara, Tsuchida und
Wegener von 1997 mit dem Titel ,,Attribute-efficient learning
of disjunction, parity, and threshold functions“. Darin wer-
den verschiedene Arten von Tests untersucht, unter anderem
die Schlauchtests und die Modulo-Funktionen, die genau zwi-
schen gerade und ungerade entscheiden kénnen. Die Autoren
geben dort fiir verschiedene Testarten optimale Strategien an.

Bernd: Das heifit sie kénnen beweisen, dafl die Strategien optimal
sind?

Sonja: Ja genau. Mark hat in seiner Arbeit einige von diesen Ideen
aufgegriflen und verallgemeinert.

Sonja: Und die anderen Griinde?

Sonja:  Griinde? Ach so, ja. Ist dir an unserem Beispiel mit den
Schlduchen etwas aufgefallen?

Bernd: FEigentlich nicht. Was denn?

Sonja: Die Tests sind unabhdngig von der Reihenfolge. Du kannst
die Schliuche verbinden, wie du willst, die Lampe bleibt aus,
wenn mindestens ein undichter Schlauch in der Reihe ist, egal
an welcher Stelle.

Bernd: Stimmt.

Sonja: Und das ist bei den anderen Tests genauso. Das Ergebnis
hédngt nie von der Anordnung der defekten und intakten Test-
objekte ab, sondern nur, wieviele es von der jeweiligen Sorte
gerade gibt. Sowas nennt man in der Mathe ,symmetrische“
Funktionen. Fin Ziel der Forschung ist es zu erkennen, wel-
che symmetrischen Funktionen einfach und welche schwierig
sind. Und so ein bifichen soll die Diplomarbeit wohl dazu
beitragen.

Bernd: Ach so. Warte mal, dieses ,symmetrisch® hab’ich doch schon
irgendwo gesehen ... ah ja, da im Titel:

LAttribut-effizientes Lernen in Klassen von symme-
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trischen Funktionen und Threshold-Funktionen*.

Genau. Das miifitest du jetzt eigentlich verstehen.  Attribut-
eflizientes Lernen® heiflt, dafl man Strategien finden will, die
die defekten von den intakten Objekten trennen und dabei
sehr nah an den unteren Schranken sind. Wenn man das
Hibersetzt®, geht es also darum, fiir Funktionen oder Tests,
deren Ergebnisse nicht von der Reihenfolge der getesteten
Objekte abhdngen, mdglichst beweishar gute Strategien zu
finden, die die defekten von den intakten Objekten trennen.

Und warum steht das nicht genau so vorne drauf, damit man
das versteht?

Das klingt halt nicht so schén wissenschaftlich, oder?

Das stimmt. Apropos Titel, was hat eigentlich dieses komi-
sche Bild auf dem Umschlag zu bedeuten?

Das Bild ist von M. C. Escher und heiit ,Mosaic II*. Mark
zeigt im Kapitel iiber Anzahl-Funktionen, daf} eine sehr spe-
zielle Art von Anzahl-Funktionen mit Hilfe von sogenann-
ten ,Pflasterungen® untersucht werden kann. Du kannst dir
das so vorstellen, daf} eine Pflasterung gerade ein Mosaic-
Steinchen ist. Dann mdchte man gerne Pflasterungen finden,
die so gut zusammenpassen, daf} keine Liicken entstehen. Ge-
nau das ist aber auch das Thema des Bildes, nur mit etwas
merkwiirdige Mosaic-Steinchen.

Puh, ich glaub’, mir reicht’s erstmal.

Ja, das war auch sehr viel. Hast du denn jetzt ‘ne Idee, worum
es geht?

Ja, ich glaub schon.
Und, hast du Lust, mal ein bifichen drin zu lesen?

Ich weiBl nicht, ob ich das verstehe. Das ist doch eigentlich
nur Mathe, oder?

Das stimmt leider.

Na mal schaun. Vielen Dank erstmal, dafl du mir erklart hast,
worum es iiberhaupt geht.

Kein Problem.
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1.2 Wissenschaftliche Einleitung

Notation

Natiirlich versuche ich, mich in dieser Arbeit an allgemein iibliche Notatio-
nen zu halten. Trotzdem méchte ich einige Schreibweisen explizit angeben,
um Unklarheiten zu vermeiden. Im Anhang findet sich ein Verzeichnis der
Symbole, die ich verwende. Auflerdem steht dort eine Liste von Variablen,
deren Bedeutung sich im Lauf der Arbeit nicht dndert. Ich verwende einige
Aussagen und Definitionen, die aus der Literatur stammen. Diese sind durch
entsprechende Referenzen am Rand gekennzeichnet.

Soweit nicht explizit eine Basis angegeben wird, bezeichnet log a den Loga-
rithmus von a zur Basis 2 und In @ den natiirlichen Logarithmus von a.
Fiir mehrfache Indizierung verwende ich eine Indexliste, d.h. ich schreibe
Jap statt (f,)p. Dies wird insbesondere bei Funktionen h&ufig vorkommen.
Fiir einen Vektor z € {0,1}" gibt x; die i-te Koordinate von z an. Mit |z|;
wird die Anzahl Einsen und mit |2|o die Anzahl Nullen in z bezeichnet.
Fir o,y € IR® bezeichnet <z,y> das Skalarprodukt,

<w,y> =iy

=1
Mit <z,y>, wird das Skalarprodukt der ersten r Koordinaten bezeichnet,
also .

<T,Y>r 1= sz Yi

=1
Wenn A eine Teilmenge von B ist, dann bezeichnet A das Komplement von
Ain B, d.h. A := B\A. Dabei ergibt sich die Menge B normalerweise aus
dem Zusammenhang, andernfalls werde ich sie explizit benennen.
Fiir zwei Mengen A und B bezeichnet A® B := (A\B)U (B\A) die symme-
trische Mengendifferenz, das sind alle Objekte, die in genau einer der beiden
Mengen liegen.
Fiir eine Menge A bezeichnet P(A) die Potenzmenge von A, d.h. die Menge
aller Teilmengen von A.
Wenn M C IR eine beliebige Menge ist und a € IR ein Skalar, dann ist a + M
die Verschiebung der Menge M um a,d.h. a+ M :={a+ x|z € M}. Es ist
klar, daff dann a+(b+M) = (a+b)+ M und a+(MUN) = (a+M)U(a+N)
fiir beliebiges a,b € IR und M, N C IR gilt.
Um Formeln verkiirzen zu kénnen, verwende ich [n], um die natiirlichen Zah-
len von 1 bis n zu bezeichnen. Es gilt also [n] := {1,...,n}. Ein abgeschlos-
senes Intervall in IR werde ich mit [u,v] := {z € R| u < 2 < v} bezeichnen,
ein offenes entsprechend mit Ju, v].
Um die Laufzeit von Algorithmen anzugeben, verwende ich die iibliche O-
Notation. Ich gebe hier nur die formale Definition an, eine ausfiihrliche Dis-
kussion findet sich z.B. in [14].
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Definition 1.1: O-Notation
Seien f,g:IN — RT.

e f=0(g9) :<= dngeN,ceRT :VYn >ng f(n) <c-g(n)
o [=9g) = g=0(f)
o [=0(g) 1= [=0(g) und g = O(f).

Eine Variablenbelegung 2 € {0,1}" kann auch als Menge A, beschrieben
werden, die genau die Indizes ¢ enthilt, fiir die die Variable x; mit Eins
belegt ist. Dann gilt A, := {7 € [n]| z; = 1}. Ich werde iiberwiegend diese
Schreibweise verwenden, da sie den Vorteil hat, daf} fiir Variablenbelegungen
auch Mengenoperationen zulissig sind. Die Mengen E; = {i} entsprechen
den Variablenbelegungen, in denen die i-te Variable auf Iins gesetzt ist.

Attribut-effizientes Lernen mit Queries

In dieser Arbeit untersuche ich, wie Klassen boolescher Funktionen mit An-
fragen (Queries'?) gelernt werden kénnen. Bei diesem Lernmodell ist eine
Klasse F' C {f:{0,1}" — {0,1}} von booleschen Funktionen gegeben, die
sowohl einem Lehrer als auch einem Schiiler bekannt ist. Der Lehrer wihlt
eine Funktion fy € F aus. Der Schiiler hat nun die Aufgabe, die Funktion
fo zu lernen, indem er Fragen stellt.!?

Eine Frage ist eine Belegung der Variablen x4, ..., 2, mit den Werten Null
oder Eins. Fiir eine solche Frage = antwortet der Lehrer mit fo(x), d.h. er
verrdt dem Schiiler den Funktionswert, den die gesuchte Funktion fiir diese
Variablenbelegung liefert. Der Schiiler versucht, die Funktion mit méglichst
wenig Fragen zu identifizieren, d.h. er stellt solange Anfragen, bis nur noch
eine einzige Funktion aus F mit allen Fragen konsistent ist. Dies mufy dann
die gesuchte Funktion f sein. Der Schiiler darf seine Fragen adaptiv stellen,
d.h. jede neue Frage darf von den bisher erhaltenen Antworten abhingen.
Da der Schiiler die Klasse F' kennt, kann er sich bereits im voraus eine
Strategie von Fragen {iberlegen, mit der er jede Funktion aus F’ lernen kann.
Eine Strategie ist dabei um so besser, je weniger Fragen der Schiiler im
schlimmsten Fall stellen muf}. Das heif3t insbesondere, dafl nur die Anzahl der
Fragen untersucht wird, die gestellt werden. Alle anderen Berechnungen, die
notwendig sind, um die Strategie durchzufiihren, werden nicht betrachtet.!?

12Ich werde die Begriffe Frage, Anfrage, Test und Query synonym verwenden.

13 Figentlich identifiziert der Schiiler die Funktion fo eindeutig, was ich nicht unbedingt
als ,,Lernen® bezeichne. Trotzdem werde ich diesen Begriff verwenden, da er sich in der
Literatur etabliert hat.

1 Natiirlich ist dies eine starke Einschrinkung, da die ,normalen“ Berechnungen mégli-
cherweise sehr umfangreich sind. Es 146t sich aber dadurch rechtfertigen, dafi die Fragen
in der Praxis sehr aufwendige Tests (z. B. Bluttests oder chemische Untersuchungen) sein
konnen. Dann ist die Anzahl dieser Tests das entscheidende Kriterium fiir den zeitlichen

Aufwand.
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Eine untere Schranke fiir eine Funktionenklasse F' gibt an, wieviele Fragen
mindestens notwendig sind, um jede Funktion in F' lernen zu kénnen. Fiir
jede Strategie muf} also die Anzahl der Anfragen im worst-case mindestens so
grof} sein wie jede untere Schranke fiir die Funktionenklasse. Eine Strategie
ist dann asymptotisch optimal, wenn sie bis auf einen konstanten Faktor mit
einer unteren Schranke iibereinstimmt.!®

Bevor ich eine allgemeine untere Schranke fiir beliebige Funktionenklassen
angebe, zeige ich an einem kleinen Beispiel, wie eine Strategie aussehen kann.
Sei F' = {xy Vay,x1 Axg, 1} eine Menge von drei Funktionen auf zwei
Variablen. Wie kann eine Strategie fiir diese Klasse aussehen? Der Schiiler
kann z.B. als erstes die Anfrage (1,0) stellen, d.h. die erste Variable wird
auf Eins und die zweite auf Null gesetzt. Wenn die Antwort eine Fins ist,
muf} der Lehrer die Funktion 21 V 29 ausgew&hlt haben, da diese als einzige
Funktion aus F fiir diese Belegung eine Eins liefert. Dann hat der Schiiler
die Funktion bereits identifiziert. Falls die Antwort eine Null ist, so hat der
Lehrer eine der beiden anderen Funktionen ausgew&hlt. Der Schiiler stellt
nun zum Beispiel die Anfrage (1,1). Falls die Antwort eine Eins ist, muf
x1Axo die gesuchte Funktion sein, andernfalls —xy. Mit dieser Strategie kann
der Schiiler also mit hochstens zwei Anfragen die Funktion identifizieren.
Eine Strategie kann als bindrer Entscheidungsbaum veranschaulicht werden.
An den inneren Knoten stehen genau die Anfragen, die der Schiiler stellt.
Die beiden Sthne eines Knotens entsprechen den méglichen Antworten Null
und Eins des Lehrers. An einem Blatt steht genau die einzige Funktion aus
der Funktionenklasse, die mit allen Antworten, die auf dem Pfad von der
Waurzel bis zu diesem Blatt gegeben wurden, konsistent ist. Abbildung 1.2
zeigt den Baum fiir die Strategie aus dem letzten Absatz.

(1.0)

y 1

(1,1) Xl N X2
0] 1

T Xl Xl/\ X2

Abbildung 1.2: Bindrbaum fiir eine einfache Strategie

Wird eine Strategie als bindrer Entscheidungsbaum dargestellt, so gibt die
Tiefe dieses Baumes gerade die Anzahl der Anfragen an, die die Strategie im
worst-case stellt. Andererseits muf} eine Strategie jede Funktion, die in der

!»Wenn momentan keine guten unteren Schranken bekannt sind, kann es sein, daf eine
asymptotisch optimale Strategie im Augenblick nicht als solche erkannt wird. Trotzdem
ist sie natiirlich asymptotisch optimal.
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betrachteten Funktionenklasse liegt, identifizieren koénnen. Daher muf} fiir
jede Funktion aus F' mindestens ein Blatt in dem Baum existieren. Hieraus
folgt direkt eine allgemeine untere Schranke fiir beliebige Funktionenklassen.

Satz 1.2: Untere Schranke fiir allgemeine Funktionenklassen

Fir eine Funktionenklasse F braucht jede Lernstrategie minde-
stens [log | F'|| Anfragen im worst-case, um F' zu lernen.

Beweis: Fine Lernstrategie wird als binarer Entscheidungsbaum dargestellt.
Dann hat dieser Baum mindestens | F'| Blatter. Daraus folgt die Behauptung.
O

Mit diesem FErgebnis kann fiir jede Funktionenklasse unmittelbar eine un-
tere Schranke angegeben werden. Dies ist fiir einige der Klassen, die ich
betrachten werde, bereits die beste untere Schranke, die ich finden konnte.
Andererseits gibt es auch Klassen, bei denen Strategien existieren, deren
Laufzeit genau dieser unteren Schranke entspricht. In unserem kleinen Bei-
spiel sind mindestens [log 3] = 2 Anfragen notwendig, und unsere Strategie,
die im worst-case mit 2 Anfragen auskommt, ist bereits optimal.

Anfragen a € {0,1}" kénnen mit einer Anfragemenge A, = {i| a; = 1} iden-
tifiziert werden. Dies erlaubt es, auf Anfragen Mengenoperationen durch-
zufithren. Der Variablenbelegung @ = (1,1,0,0,1,0,0) entspricht also die
Menge A, ={1,2,5}.

Fiir die Funktionenklassen, die ich untersuchen werde, wird der Begrifl der
Subfunktion bendtigt. Fiir eine Grundfunktion ¢ : {0,1}" — {0,1} und
eine Auswahl von Variablen 5 C [n] entsteht die Subfunktion von g bzgl.
dadurch, daf§ alle nicht in S liegenden Variablen durch eine Konstante (in
dieser Arbeit immer Null) ersetzt werden.

Definition 1.3: Subfunktion

Sei g :{0,1}" — {0,1} ein boolesche Funktion und S C [n] eine

Auswahl von Variablen. Sei ¢ € {0,1}". Sei gs.(x) := g(2') mit

o x; firjels

! c; firjgs

Dann ist gs . die Subfunktion von g bzgl. S und c.
Falls der Konstantenvektor ¢ durch den Kontext klar ist, kann statt gs .
auch gg geschrieben werden. Fiir die Grundfunktion g(z) = 21 Vaa V... Vag
und die Menge S = {1,3,4} und den Vektor ¢ = (0,...,0) ergibt sich

gse(z) = z3VOVazVaysvVOVOVOVO
= I V T3 V T4

Die Variablen in S heiflen ,,wesentlich® (essential), da sie das Verhalten
der Funktion gg entscheidend bestimmen. Fiir eine Grundfunktion ¢ kann
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die Klasse G(k) := {gs| S C [n],|S] = k} betrachtet werden. Diese Klas-
se enthélt alle Subfunktionen von g mit genau k wesentlichen Variablen.
Fiir diese Klasse kann die obige Lernaufgabe anders beschrieben werden.
Die Auswahl einer Funktion aus G/(k) entspricht genau der Auswahl von k
wesentlichen Variablen. Die Aufgabe des Schiilers ist es dann, genau diese
k wesentlichen Variablen zu identifizieren.'® Dies wird als Attribut-Lernen
bezeichnet, da die wesentlichen Variablen bzw. Attribute identifiziert wer-
den sollen. Eine Strategie wird ,effizient® genannt, wenn die Laufzeit bis
auf einen konstanten Faktor mit einer unteren Schranke fiir das Lernen der
Funktionenklasse iibereinstimmt.'”

Sowohl das Gebiet des allgemeinen Lernens mit Queries als auch das Gebiet
des Attribut-effizienten Lernens sind nicht in dieser Arbeit erfunden wor-
den. Es gibt zahlreiche Literatur zu beiden Themen, die ich aber hier nicht
aufzihlen werde.'® Stattdessen werde ich die relevanten Literaturstellen di-
rekt in den einzelnen Kapiteln angeben.

Ein kurzer Uberblick

Was erwartet die Leserin in den einzelnen Kapiteln?

In Kapitel 2 untersuche ich Funktionenklassen, die auf symmetrischen
Funktionen auf n Variablen beruhen. Eine Funktion f ist symmetrisch, wenn
der Funktionswert f(z) nur von der Anzahl der Einsen in z, nicht aber von
der Reihenfolge der Iinsen und Nullen abhingt. Solche Funktionen lassen
sich sehr kompakt durch einen Wertevektor beschreiben, der in der i-ten
Koordinate genau die Ausgabe der Funktion bei ¢ Finsen in der Eingabe
enthalt.

Zunichst untersuche ich den Fall, dafl die Funktionenklasse auf einer einzigen
symmetrischen Funktion basiert, fiir die der Wertevektor » und die Anzahl
der wesentlichen Variablen k bekannt sind. Dann sind (in den nicht-trivialen
Fillen) mindestens [log (})] Anfragen notwendig, um diese Klasse zu lernen.
Ich gebe einen Algorithmus an, dessen Laufzeit linear in der Anzahl aller
Variablen ist. Ein zweiter Algorithmus mit Laufzeit O(2 + log (})) kann
fiir n — k < |2] durchgefiihrt werden. Dabei gibt » die Position des ersten
Wechsels zwischen Null und Fins im Wertevektor an. Hieraus und mit einem
weiteren Algorithmus aus [8] ergibt sich, daf fiir sehr kleines oder sehr grofies
k und fiir £ nahe bei g bereits asymptotisch optimale Algorithmen bekannt
sind.

1$Vorausgesetzt, verschiedene Auswahlen von wesentlichen Variablen erzeugen auch ver-
schiedene Funktionen. Dies ist aber fast immer der Fall.

"Das heifit aber nicht, daB eine effiziente Strategie auch ein ,schneller Algorithmus®
im herkémmlichen Sinne ist. Fir die Klasse F' = {f : {0,1}" — {0,1}} aller booleschen
Funktionen ist die untere Schranke 2" (vgl. Satz 1.2). Der triviale Algorithmus, der immer
alle 2" Variablenbelegungen testet, ist also ,effizient” (sogar optimal), aber gewif nicht
schnell.

18Fine aktuelle Zusammenstellung findet sich z. B. in [8].
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Was dndert sich, wenn k oder v nicht bekannt sind? Auch fiir die verblei-
benden drei Fille bestimme ich untere Schranken und gebe jeweils einen in
n linearen Algorithmus an. Falls beide Werte k£ und » unbekannt sind, ist
der lineare Algorithmus bereits asymptotisch optimal.

In den néchsten drei Kapiteln betrachte ich drei spezielle Formen fiir den
Wertevektor v. Diese Kapitel sind weitgehend unabhéngig voneinander. Na-
tiirlich @ibertragen sich alle Ergebnisse fiir beliebige symmetrische Funkti-
onen auf diese speziellen Klassen. Fiir die Threshold-Funktionen beginnt der
Wertevektor mit ¢ Nullen, gefolgt von n — ¢ 4+ 1 Finsen. Bei den Modulo-
Funktionen hat der Wertevektor die Gestalt

v=(0,1,...,1,0,1,...,1,0,1,...)

wobei sich zwischen zwei Nullen immer gleich viele Einsen befinden. Fiir die
Anzahl-Funktionen enthdlt der Wertevektor fast ausschlieilich Nullen. Nur
an genau einer Stelle steht eine Eins. Ich habe mich fiir diese drei Klassen
entschieden, da sich durch die stark eingeschrinkte Form der Wertevek-
toren Algorithmen und S&tze leicht beschreiben lassen. Andererseits sind
die drei Wertevektoren so unterschiedlich (genau ein Wechsel zwischen Null
und Eins, periodische Wechsel und genau ein einzelner Peak), daf} sich drei
vollkommen verschiedene Klassen ergeben. Vielleicht kénnen die Ergebnisse
spater fiir eine Klassifikation genutzt werden, welche symmetrischen Funk-
tionen einfach bzw. schwierig zu lernen sind.

In Kapitel 3 untersuche ich die Klasse der Threshold-Funktionen mit be-
kanntem Thresholdwert 7. Diese geben genau dann eine Eins aus, wenn
mindestens 7 Einsen in der Eingabe sind. Fiir diese Klassen werden in [24]
von Uehara, Tsuchida und Wegener fiir kleines k bereits asymptotisch op-
timale Algorithmen angegeben. Fiir & > % wird dort nur der Spezialfall
T = 4 betrachtet. Ich verallgemeinere die dortigen Algorithmen und zei-
ge, wie Threshold-Funktionen fiir beliebiges & und 7 asymptotisch optimal

gelernt werden kénnen.

Die Modulo-Funktionen, die in Kapitel 4 betrachtet werden, liefern genau
dann eine Null, wenn die Anzahl der Einsen in der Eingabe ein Vielfaches
des Modulus ¢ sind. Ebenfalls in [24] werden fiir Parity-Funktionen, die der
Spezialfall der Modulo-Funktionen mit ¢ = 2 sind, asymptotisch optimale
Algorithmen angegeben. Ich zeige, daf} sich die unteren Schranken und Al-
gorithmen fiir gréfferen Modulus verallgemeinern lassen. Fiir nicht zu grofien
Modulus (¢ = O(log (7)) gebe ich einen asymptotisch optimalen Algorith-
mus an.

Fiir sehr grofles g vermute ich, dafl Modulo-Funktionen im Wesentlichen so
schwierig zu lernen sind wie Anzahl-Funktionen, da sich die Wertevektoren
sehr stark dhneln.
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Die letzte Klasse von symmetrischen Funktionen, die ich in Kapitel 5 un-
tersuche, sind die Anzahl-Funktionen. Fine Anzahl-Funktion der Ordnung
p liefert genau dann eine Fins, wenn genau p Einsen in der Eingabe sind.
Die untere Schranke [log ()] sowie die Algorithmen fiir allgemeine symme-
trische Funktionen gelten auch hier. Ich gebe eine weitere untere Schranke
sowie fiir einige Spezialfille Algorithmen an. Auflerdem zeige ich, dafl das
Lernen von Anzahl-Funktionen im Wesentlichen dquivalent dazu ist, ein Sy-
stem von (verallgemeinerten) Lottoscheinen anzugeben, mit dem man fiir
jede mogliche Ziehung auf mindestens einem Schein genau p Richtige hat.
Lottoprobleme werden bereits seit langem in der Mathematik untersucht,
trotzdem habe ich (aus Zeitgriinden) keine geeigneten Resultate gefunden.
Fiir den Fall p = 1 gebe ich einen Algorithmus mit O(k(ﬁgg) +log (7))
Anfragen an (fiir k < %).

In Kapitel 6 beschreibe ich einige Ideen zur Untersuchung von gewichteten
Threshold-Funktionen mit Gewichten 1 und 2 und Thresholdwert ¢. Die-
se Funktionen sind nicht symmetrisch. Ich gebe untere Schranken fiir alle
moglichen Parameterkombinationen sowie einen in n linearen Algorithmus
an. Finen weiteren Algorithmus beschreibe ich fiir den Fall, dafl der Thres-
holdwert t kleiner als die Anzahl der wesentlichen Variablen k ist. Dieser
Algorithmus ist fiir einige Parameter bereits asymptotisch optimal.

Ich vermute, daf sich die Algorithmen fiir ,normale“ Threshold-Funktionen
auf den gewichteten Fall iibertragen lassen.

Im Anhang befindet sich ein Verzeichnis der verwendeten Symbole, eine
Aufstellung der Variablen, deren Bedeutung in allen Kapiteln identisch ist,
eine Zusammenstellung einiger Formeln und Beweise sowie natiirlich ein
Literaturverzeichnis.
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Kapitel 2

Symmetrische Funktionen

Mit Queries konnen prinzipiell beliebige Klassen boolescher Funktionen ge-
lernt werden. Ich werde mich in weiten Teilen dieser Arbeit auf Klassen
von symmetrischen Funktionen beschranken. Diese lassen sich durch einen
Wertevektor beschreiben.

In diesem Kapitel werde ich zunéchst einige Figenschaften von symmetri-
schen Funktionen zusammenstellen. Dann untersuche ich, wie symmetrische
Funktionen gelernt werden kénnen, wenn der Wertevektor » und die An-
zahl der wesentlichen Variablen & bekannt sind. AnschlieBfend werden diese
Ergebnisse fiir den Fall, dal » oder k unbekannt sind, verallgemeinert. Fiir
jede dieser vier Klassen gebe ich untere Schranken und einen Algorithmus
an, dessen Laufzeit linear in der Anzahl aller Variablen ist.

Definition 2.1: Symmetrische Funktion

Fine Funktion f : {0,1}" — {0,1} auf n € IN Variablen heifst
symmetrisch, wenn fir € {0,1}" der Wert f(z) nur von der
Anzahl der Einsen in x abhdngt, nicht aber von der Anordnung
der Finsen und Nullen in x.

Etwas formaler kann man auch sagen, dafl eine Funktion f genau dann
symmetrisch ist, wenn fiir jede Permutation 7 auf [n] und fiir jedes z €
{0,1}" die Gleichung f(z) = f(r(z)) gilt.

Fine symmetrische Funktion 148t sich durch einen Wertevektor v (value vec-
tor) der Lange (n+ 1) beschreiben. Dieser gibt in der i-ten Position an, was
die Funktion bei ¢ Einsen in der Eingabe ausgibt. Es gilt also f(z) = v}y,
Jede symmetrische Funktion ist durch ihren Wertevektor bereits eindeu-
tig bestimmt. Wenn zu zwei symmetrischen Funktionen die Wertevektoren
ibereinstimmen, so sind die Funktionen identisch. Ich m&chte hier fiir einige
Beispiele von symmetrischen Funktionen die Wertevektoren beschreiben.
Fiir die Disjunktion beginnt der Wertevektor mit einer Null, gefolgt von n
Einsen. Bei der Konjunktion beginnt der Vektor mit n Nullen und der letzte
Eintrag ist eine Eins. Der Wertevektor der Majority-Funktion besteht aus

25
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{%J Nullen, gefolgt von [%w Einsen. Fiir die Parity-Funktion enthilt der
Wertevektor abwechselnd Einsen und Nullen, beginnend mit einer Null. Fine
Verallgemeinerung sind die Modulo-Funktionen mit Modulus ¢, bei denen
zwischen zwei Nullen jeweils ¢ — 1 Einsen stehen. Bei Threshold-Funktionen
mit Thresholdwert 7 beginnt der Wertevektor mit 7 Nullen, gefolgt von
n — 7 + 1 Einsen.

Anhand der Wertevektoren 148t sich leicht zeigen, daff es genau 2"+! ver-
schiedene symmetrische Funktionen auf n Variablen gibt.

Wenn f und ¢ symmetrische Funktionen mit Wertevektoren » und w sind,
dann sind auch die Funktionen = f, fV g und f A g symmetrisch. Die Wer-
tevektoren lauten

v = (7o, ..., 0,)
vivg = (voV wo,...,v, V wy,)
Ving = (VoA wo,...,v, Awy)

2.1 Bekannte Parameter v und %

Zu einer symmetrischen Funktion f, kann fiir eine Auswahl von wesentli-
chen Variablen K C [n] die Subfunktion f,  definiert werden. Die Menge
aller Subfunktionen mit genau k wesentlichen Variablen bildet die Funktio-
nenklasse, die hier untersucht werden soll.

Definition 2.2: SYM} (k)

Setenn € IN, K € INg mit 0 < k < n. Sei v € {0,1}”‘"1 ein
Wertevektor. Sei f, die durch den Wertevektor v definierte sym-
metrische Funktion.

Dann besteht die Klasse SYM;(k) aus allen Subfunktionen von
fo mit k wesentlichen von n Variablen. Unwesentliche Variablen
werden durch Null ersetzt.

SYM2(K) := {fo.x| K C [n],

K

= k)

Wenn n aus dem Zusammenhang eindeutig ist, schreibe ich auch einfach
SYM,(k).! Da Funktionen in SYM,(k) nur k wesentliche Variablen enthal-
ten, sind von v nur die ersten k£ + 1 Koordinaten relevant. Daher kann ich

!Die Funktionen, die in SYM, (k) liegen, sind iibrigens nicht symmetrisch. Der Funkti-
onswert von fvyK(x) hingt davon ab, wieviele wesentliche Variablen in # mit Eins belegt
sind. Die Position dieser wesentlichen Variablen wird durch K festgelegt, so dafi die Ein-
sen und Nullen in « nicht beliebig vertauscht werden kénnen, ohne den Funktionswert zu
andern.



2.1. BEKANNTE PARAMETER 27

im Folgenden stets v € {0,1}“’1 voraussetzen. Wenn £ = 0 oder £ = n

gilt, so ist die Lernaufgabe trivial, da es entweder nur unwesentliche oder
nur wesentliche Variablen gibt. In beiden Féllen kann also SYM,(k) ohne
Anfrage gelernt werden.

Ich setze im Folgenden stets

nelN,1<k<n-—1undve {01}

voraus und gebe dies nicht mehr explizit in jedem Satz an.

Ich bestimme nun die Gréfle der Klasse SYM, (k). Es gibt (}) verschiedene
Méglichkeiten, die wesentlichen Variablen auszuwidhlen. Welche Auswahlen
von Variablen verschiedene Funktionen definieren, wird im folgenden Lemma
untersucht.

Lemma 2.3: Grofle von SYM, (k)

Falls vog = ... = v gilt, so enthdilt die Klasse SYM,(k) genau
ewne Funktion.

Andernfalls liegen genau (7) Funktionen in SYM, (k).

Beweis: Falls vg = ... = v gilt, so ist die durch v definierte Funktion
konstant. Die wesentlichen und unwesentlichen Variablen kénnen nicht un-
terschieden werden, da sie keinen Einflufl auf den Funktionswert haben. Also
enthdlt SYM, (k) genau eine Funktion.

Andernfalls existiert ein r € {1,...k}, so daBl v9 = ... = v,_1 # v,. Sei
0.B.d.A. v,_1 = 0,v, = 1. Sei f die symmetrische Funktion mit Wertevek-
tor v. Seien A = {iy,... iz} und B = {jyi,...,jr} zwei beliebige verschiede-
ne Auswahlen von wesentlichen Variablen. Ich zeige, dafi die beiden durch die
Mengen A und B bestimmten Funktionen f4 und fp unterschiedlich sind,
d.h. daB es mindestens einen Vektor € {0,1}" gibt, so daB fa(z) # fa(z)
gilt. Sei dazu s minimal so gewdhlt, dafl i1 = ji,...05_1 = js—1 und 75 # Js
gilt.

o 1. Fall: r < s. Setze z;,,...,2;,_, = 1, ;, = 1 und alle anderen
Variablen auf Null. Dann sind in & genau r Variablen aus A auf Eins
gesetzt, also ist f4(2) = 1. Andererseits sind genau r — 1 Variablen
aus B auf Eins gesetzt, also ist fp(z) = 0.

o 2. Fall: r > s. Setze z;,,...,2;, und weitere r — s beliebige Variablen
t; € A auf Fins, alle anderen Variablen auf Null. Dann sind in = genau
r Variablen aus A auf Eins gesetzt, also ist f4(z) = 1. Andererseits
sind hochstens r — 1 Variablen aus B auf Eins gesetzt, da i, € B, also

ist fp(z) = 0.
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Also sind die Funktionen f4 und fp unterschiedlich. Da es (7) Méglichkeiten
der Variablenwahl gibt, enthilt die Klasse SYM,(k) also (}) verschiedene
Funktionen. O

Aus der unteren Schranke fiir allgemeine Funktionenklassen ergibt sich di-
rekt eine untere Schranke fiir die Klasse SYM, (k).

Satz 2.4: Untere Schranke fur SYM,(k)

Falls vg = ... = vy gilt, so kann SYM,(k) ohne Anfrage gelernt
werden.

Andernfalls sind mindestens [log ()] Anfragen notwendig, um
SYM, (k) zu lernen. Es gilt [log (7)] > klog %.

Beweis: Falls vg = ... = vy gilt, so enthilt SYM,(k) genau die konstante
Funktion f = wg, wesentliche und unwesentliche Variablen koénnen nicht
unterschieden werden.

Im zweiten Fall ergibt sich die untere Schranke direkt aus der Gréfie der
Klasse SYM,(k) in Verbindung mit Satz 1.2. Die Abschitzung folgt aus
Lemma B.1. U

In Abbildung 2.1 ist die Funktion f(2) = xlog2 fiir n = 2% skizziert. Es
gilt f'(z) =log 2 — loge. Die Funktion f nimmt in 2 ihr Maximum an. Es
gilt f(%) = f(%) = 2.

Ich gebe fiir die Klasse der symmetrischen Funktionen einen Algorithmus
an, dessen Laufzeit linear in m ist. Die wesentliche Idee ist, zunidchst mit
linearer Suche eine wesentliche Variable sowie eine Variablenmenge A zu
finden, die bei Hinzunahme einer wesentlichen Variable eine andere Antwort
liefert als ohne. Dann werden die restlichen Variablen durch Vergréflerung
bzw. Verkleinerung der Menge A um jeweils eine Variable identifiziert.

Satz 2.5: Algorithmus fir SYM,(k)

o Falls vg = ... = vy gilt, so enthdlt SYM,(k) nur eine kon-
stante Funktion und kann ohne Anfrage gelernt werden.

o Falls vy # vy, so kann die gesuchte Funktion mit héchstens
n Anfragen gelernt werden.

o Falls einr € {2,...,k} existiert mit vg = ... = v,_1 # vy,
so konnen die wesentlichen Variablen mit maximal 2n — r
Anfragen identifiziert werden.

Beweis:

o 1. Fall: vg = ... = v. Die gesuchte Funktion ist f(z) = vg, die Varia-
blen koénnen nicht unterschieden werden. Es ist keine Anfrage notwen-
dig, da v bekannt ist.
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Abbildung 2.1: Die Funktion f(x) = xlog 2 fiir n = 2'5.

e 2. Fall: vy # v1.Seio0.B.d. A. vg = 0,07 = 1. Ein Algorithmus stellt die
einelementigen Mengen {z;} mit 1 < i < n als Anfragen. Jede Eins als
Antwort identifiziert eine wesentliche Variable. Sobald & wesentliche
Variablen identifiziert sind, stoppt der Algorithmus.

e3 Fall: vp=...=v, 1 Zv, mit 2<r <k . SeioB.dA vp=...=
v,—1 = 0,v, = 1. Der folgende Algorithmus lernt die wesentlichen
Variablen.

Algorithmus 2.6:

1. Teste solange {zy,...,2;} mit r < j < n, bis fir | = j ei-
ne Eins geantwortet wird. Dann ist z; wesentliche Variable und
{1,..., 2} enthilt genau r wesentliche Variablen.

2. Falls k = r = [ gilt, so sind bereits alle wesentlichen Variablen
identifiziert, STOP.

3. Teste {1,...,xf\{a;} fir 1 <7 <I-1.Jede Antwort Null iden-
tifiziert eine wesentliche Variable. Teste solange, bis insgesamt r
wesentliche Variablen gefunden sind.

4. Falls k£ = r gilt, so sind bereits alle wesentlichen Variablen iden-

tifiziert, STOP.
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5. Teste {z1,..., 2121} U{z;} fiir [+ 1 < j < n. Jede Antwort Eins
identifiziert eine wesentliche Variable. Teste héchstens solange,
bis insgesamt k wesentliche Variablen gefunden sind.

Die Anzahl Anfragen betrdgt héchstens

(l—-r+1)+(-1)4+(n=-10) = n4+l-r

2n —r

IN

O

Man kann die Algorithmen fiir den zweiten und dritten Fall noch verbes-
sern. Wenn bereits eine Menge A bekannt ist, die genau r wesentliche Va-
riablen enthilt, so kann auch ein Algorithmus fiir die Klasse der Konjunk-
tionen AN D(r) verwendet werden, um in A alle Variablen zu identifizieren.
Hierfiir wird in [24] ein asymptotisch optimaler Algorithmus angegeben. In
beiden Algorithmen lassen sich manchmal weitere Anfragen sparen. Wenn
z.B. beim ersten Algorithmus nach n —p Anfragen erst k£ —p wesentliche Va-
riablen gefunden wurden, so miissen die restlichen Variablen z,_,41,...,2,
alle wesentlich sein. Ahnliches gilt beim zweiten Algorithmus.

Solche Verbesserungen sind sicher sinnvoll und notwendig, wenn ein Algo-
rithmus tatsdchlich benutzt werden soll. Leider 148t sich die worst-case-
Laufzeit dieser Algorithmen, die uns hier interessiert, scheinbar hierdurch
nicht wesentlich verbessern. Das will ich an einem Beispiel fiir den zweiten
Algorithmus verdeutlichen. Angenommen, die wesentlichen Variablen sind
genau die k£ Variablen mit den gréfiten Indizes, also @y —g41,...,2,. Im er-
sten Schritt fragt der Algorithmus die Mengen {zy,...,2;} fir r < j < n.
Dies sind genau n — r+ 1 Fragen. Fiir nicht zu grofes r ist dies bereits linear
in n.

Im zweiten Algorithmus wird nicht verwendet, daf} die Anzahl £ der wesent-
lichen Variablen bekannt ist. Hiermit lieflen sich einige Anfragen sparen.
Andererseits kann der Algorithmus spiter fiir den Fall, dafl £ unbekannt ist,
unverdndert verwendet werden (vgl. Satz 2.12).

In Satz 2.4 wird gezeigt, dall mindestens klog 7 Anfragen notwendig sind,
um die Klasse SYM,(k) zu lernen. Wenn k& = 2 fiir ¢ > 0 gilt, so folgt
klog 7 = % log c. Dieser Term ist fiir konstantes c linear in n, so daf in diesem
Fall der Algorithmus aus Satz 2.5 bereits asymptotisch optimal ist. Fiir
sehr kleines oder sehr grofies k ist der Unterschied zwischen der bekannten
unteren Schranke und der Laufzeit des linearen Algorithmus jedoch sehr
grof.

In [8] wird ein Algorithmus fiir beliebige Klassen boolescher Funktionen
angegeben, der diese mit O(k2¥logn) Anfragen lernt. Wenn die Anzahl der
wesentlichen Variablen konstant ist, ist dieser Algorithmus asymptotisch
optimal, da sich fiir &k = O(1) die untere Schranke logn ergibt.
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Ich betrachte nun die Klasse SYM,(n—k"). Die Variable k" bezeichnet dabei
die Anzahl der unwesentlichen Variablen. Ich untersuche den Fall, daf} &’
nicht zu grof} ist.

Satz 2.7: Algorithmus fiir SYM,(n — k') mit &' < [ 2]

r

Seir <Z mitvg=...=v,_1 #v,. Seik=n—k mit k' <[2].
Dann kann die Klasse SYM,(n—Fk'") mit O(Z+k"log 7 ) Anfragen
gelernt werden.

Beweis: Sei 0.B.d.A. vg = ... = v,_1 = 0,v, = 1. Der folgende Algorith-
mus lernt alle unwesentlichen Variablen.

Algorithmus 2.8:

L. Bilde [*] disjunkte Mengen der Gréfie r und frage diese Mengen. Dies
sind mehr als &' Anfragen. Da nur &’ unwesentliche Variablen exi-
stieren, mufl mindestens eine Anfrage nur aus wesentlichen Variablen
bestehen und eine Fins liefern. Diese enthélt genau r wesentliche Va-
riablen wq, ..., w,. Definiere Dummymengen D; := {wq,... ,w,_;}
firl<j<r-—1.

Jede Anfrage mit Antwort Null wird eine Gewinnerin.

2. Bilde die Menge A, die alle Variablen enthilt, die im ersten Schritt
in keiner der angefragten Mengen lagen. Frage A U D|4. Falls diese
Anfrage eine Null liefert, wird A eine weitere Gewinnerin.

3. Sei R eine Gewinnerin. Falls R einelementig ist, so ist die in R liegende
Variable unwesentlich. Andernfalls wird R in zwei (fast) gleichgrofie
Mengen U und V' aufgeteilt. Frage U U D) und V' U Dy. Jede Null
identifiziert eine neue Gewinnerin, die weiter untersucht wird.

Korrektheit:

Im ersten Schritt werden mehr als &' disjunkte Anfragen gestellt, daher
mufl mindestens eine der Anfragen nur aus wesentlichen Variablen bestehen.
Hiermit kénnen die Dummymengen D; definiert werden. Eine Dummymenge
D; enthdlt genau r — j wesentliche Variablen. Fiir eine beliebige Menge 5
mit [5] < r liefert S U D|g| genau dann eine Null, wenn .5 mindestens eine
unwesentliche Variable enthilt.

Jede Anfrage, die eine Gewinnerin wird, mufl mindestens eine unwesentliche
Variable enthalten. Im zweiten Schritt werden ggf. die Variablen untersucht,
die im ersten Schritt noch nicht betrachtet wurden. Nach diesem Schritt muf
jede Variable in genau einer der angefragten Mengen gelegen haben. Dies
gilt insbesondere fiir die &’ unwesentlichen Variablen. Diese liegen in den
Gewinnerinnen.

Im dritten Schritt werden mit den bindren Suchen alle unwesentlichen Va-
riablen identifiziert.
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Laufzeit:
Im ersten Schritt werden || Anfragen gestellt, im zweiten Schritt ggf. eine.

Wie viele Mengen werden bei den bindren Suchen im dritten Schritt ange-
fragt? Dazu ordne ich jeder Menge eine Tiefe zu, die der Anzahl der vor-
hergehenden Halbierungen entspricht. Die Gewinnerinnen, die im ersten und
zweiten Schritt entstehen, haben Tiefe Null. Die Mengen U und V, die durch
Halbierung einer Gewinnerin R mit Tiefe d entstehen, haben Tiefe d + 1.

Jede Gewinnerin, die im ersten Schritt gefunden wird, enthélt genau r Ele-
mente. Also ist die Tiefe durch [logr]| beschrankt.

Jede Gewinnerin enthélt mindestens eine unwesentliche Variable. Da es ge-
nau k' unwesentliche Variablen gibt und alle Mengen der gleichen Tiefe d
disjunkt sind, kann es hochstens &' Gewinnerinnen der Tiefe d geben. Fiir
jede Gewinnerin werden hochstens 2 Anfragen gestellt. Also werden im zwei-
ten Schritt insgesamt héchstens O(k'logr) Anfragen gestellt.

Mit &' < | 2] folgt die Behauptung. O

Wenn 7 so groB ist, daBl 2 = O(log (7)) gilt, und die Anzahl der unwesent-
lichen Variablen klein genug ist, ist dies ein asymptotisch optimaler Algo-
rithmus.

2.2 Unbekannte Parameter v oder k

Bisher habe ich vorausgesetzt, dafl die Anzahl der wesentlichen Variablen k
sowie der Wertevektor v der symmetrischen Funktion, die untersucht wird,
bekannt sind.

Was dndert sich, wenn die Anzahl der unwesentlichen Variablen unbekannt
ist? Und was passiert, wenn ich nur weif}, daf§ die gesuchte Funktion sym-
metrisch ist, aber den Wertevektor nicht kenne??

Diese Fragen werde ich in diesem Abschnitt untersuchen. Wenn der Wer-
tevektor » unbekannt ist, handelt es sich dabei um eine Erweiterung des
Attribut-Lernens, da aufler der Menge der wesentlichen Variablen auch der
Wertevektor der ausgewidhlten Funktion gefunden werden muf}, um die Funk-
tion zu lernen.

Ich werde fiir jeden der drei offenen Félle die entsprechende Funktionenklasse
definieren, eine untere Schranke bestimmen und einen linearen Algorithmus
angeben. Dafiir werden keine neuen Ideen verwendet, sondern die Sitze und
Beweise aus dem letzten Abschnitt geeignet verallgemeinert.

2Zumindest der erste Fall ist auch in der Praxis interessant, wenn z. B. die wesentlichen
Variablen fiir defekte Produkte stehen, die gefunden werden sollen. Dann ist es plausibel
anzunehmen, dafl die Anzahl dieser defekten Teile nicht bekannt ist. Fiir den Fall, daf§ der
Wertevektor unbekannt ist, ist mir leider keine praktische Anwendung eingefallen.
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Bekanntes v und unbekanntes k&

Definition 2.9: SYM,

Sein € IN und v € {0,1}"*" ein Wertevektor. Sei f, die durch
den Wertevektor v definierte symmetrische Funktion.

Dann besteht die Klasse SYM,, aus allen Subfunktionen von f,
mit beliebig vielen wesentlichen von n Variablen. Unwesentliche
Variablen werden durch Null ersetzt.

SYM? := {f, x| K C [n]}

Statt SYM; werde ich SYM, schreiben, wenn n aus dem Zusammenhang
bekannt ist. Es gilt

SYM, = O SYM,(k) (2.1)
k=0

Im Folgenden setze ich voraus, daf3 v nicht der konstante Null- oder Eins-
Vektor ist, da in diesen beiden Fillen die Variablen nicht unterschieden
werden koénnen und die Lernaufgabe trivial ist.

Mit Satz 1.2 148t sich aus der Grofle einer Funktionenklasse direkt eine un-
tere Schranke berechnen. Um die Gréfle von SYM, zu bestimmen, zeige ich
zundchst, dafl zwei unterschiedlich grofle Auswahlen von wesentlichen Va-
riablen, die nicht zu klein sind, stets unterschiedliche Funktionen erzeugen.
Mit Gleichung 2.1 ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 2.10: Groéfie von SYM,

Seiv e {0,131, Seir € [n] mitvo=...=v,_1 # v,.
Dann enthdilt die Klasse SYM, genau

()

Funktionen.
Beweis: Seio.B.d.A.vg=...=v,_1 = 0,v, = 1. Sei f die durch den Wer-
tevektor v definierte Funktion. Seien A = {4y,... iz} und B = {j1,...,Ji}

zwei beliebige unterschiedlich grofie Auswahlen von wesentlichen Variablen.
Sollte eine der Variablenauswahlen weniger als » Variablen enthalten, so ist
die zugehtrende Funktion die konstante Funktion f = wg. Dann stimmen
die beiden Funktionen genau dann iiberein, wenn auch die andere Varia-
blenauswahl weniger als » Variablen enthilt.
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Sei im Folgenden k,! > r und 0. B.d. A. k > [. Zu zeigen ist, daf} die beiden
durch die Mengen A und B bestimmten Funktionen f4 und fp unterschied-
lich sind. Sei 2, der kleinste Index aus A, der nicht in B vorkommt. Sei
o.B.d. A. il = jl, e 7is—1 = js—l-

o 1. Fall: r < s. Setze z;,,...,2;,_, = 1, ;, = 1 und alle anderen
Variablen auf Null. Dann sind in x genau r Variablen aus A auf Eins
gesetzt, also ist f4(2) = 1. Andererseits sind genau r — 1 Variablen
aus B auf Eins gesetzt, also gilt fp(z) = 0.

e 2. Fall: » > s. Setze z;,,...,z;, sowie weitere r — s Variablen Ti; € A
auf Fins, alle anderen Variablen auf Null. Dann sind in z genau r
Variablen aus A auf Eins gesetzt, also ist f4(2z) = 1. Andererseits sind
héchstens r — 1 Variablen aus B auf Fins gesetzt, da i5 ¢ B, also ist

fe(z)=0.

Also sind fiir k # [ und k,[ > r alle Funktionen in SYM, (k) und SYM,({)
verschieden. ks gilt

SYM, = O SYM,(k) (2.2)
k=0

Die Klassen SYM,(0), SYM,(1),...,SYM,(r — 1) enthalten genau die kon-
stante Funktion {f = vp}. Daher gibt es in SYM, genau

1+ Z |SYM, (k)|
k=r

verschiedene Funktionen. Mit Lemma 2.3 folgt die Behauptung. O
Satz 2.11: Untere Schranke fiir SYM,

Seiv € {0,1Y". Seir e [n] mitvg = ...= v,y # v,.

T -

Anfragen notwendig, um die Klasse SYM, zu lernen.

Dann sind mindestens

Beweis: Die Behauptung ergibt sich direkt aus der Gréfle der Funktionen-
klasse in Verbindung mit der allgemeinen unteren Schranke aus Satz 1.2.

O

Leider ist mir keine geschlossene Form fiir den Ausdruck 2.3 bekannt.?

#Und ich bin scheinbar nicht der einzige, vgl. [12, S. 165].
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Satz 2.12: Algorithmus fir SYM,
Seiv e {0,111,

Falls vog # v gilt, so kann die gesuchte Funktion mit genau n
Anfragen gelernt werden.

Falls ein v € {2,...,n} existiert mit vo = ... = v,_1 # v,
so kann die gesuchte Funktion mit héchstens 2n — r Anfragen
gelernt werden.

Beweis:

o 1. Fall: vg # v1. Sei 0.B.d.A. v9 = 0,v; = 1. Es werden die ein-
elementigen Mengen {z;} mit 7 € [n] gefragt. Jede Eins als Antwort
identifiziert eine wesentliche Variable. Es werden genau n Anfragen
gestellt, um alle Variablen zu identifizieren.

e 2. Fall: vg = ... = v,_1 # v, mit 2 < r < n. Dann kénnen die we-
sentlichen Variablen mit Algorithmus 2.6 gelernt werden, da in diesem
Algorithmus nicht verwendet wird, daf§ £ bekannt ist.

O

Falls 7 nicht zu grofist (z. B. » < %), so ist die untere Schranke bereits linear
in n. Fiir solche Wertevektoren ist dieser lineare Algorithmus also bereits
asymptotisch optimal.

Unbekanntes v und bekanntes &

Das Attribut-Lernen beruht darauf, dafl es genau eine Grundfunktion g gibt,
aus der eine Klasse von Funktionen gebildet wird, indem einige Variablen
durch Konstanten ersetzt werden. Die folgenden beiden Funktionenklassen
beruhen aber auf allen symmetrischen Funktionen. Daher besteht die Lern-
aufgabe hier nicht nur in der Identifikation der wesentlichen Variablen, son-
dern auch in der Bestimmung des Wertevektors v der ausgewdhlten Funkti-
on. Ich méchte die beiden Klassen trotzdem hier betrachten, da sie natiirliche
Verallgemeinerungen von SYM, (k) sind, und beginne mit dem Fall, daf} die
Anzahl der wesentlichen Variablen bekannt ist.

Definition 2.13: SYM"(k)

Sein €IN und 0 <k <n.

Dann besteht die Klasse SYM" (k) aus allen Subfunktionen von
beliebigen symmetrischen Funktionen f, mit einem Wertevektor
v € {0,1}""" auf k wesentlichen von n Variablen. Unwesentliche
Variablen werden durch Null ersetzt.

SYM™(k):= {f,x| K C[n],|K|=k,ve{0,1}""}
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Wie iiblich schreibe ich SYM(k) statt SYM"(k). Es gilt

SYM(ky= | SYM(k) (2.4)

vefo1}"!

Da die Fille £ = 0 und k£ = n trivial sind, betrachte ich nur 1 <k <n — 1.
In » sind nur die ersten k + 1 Koordinaten relevant, da es nur k& wesentliche
Variablen gibt. Daher wird im Folgenden stets v € {0, 1}k+1 vorausgesetzt.

Lemma 2.14: Gréfie von SYM(k)

Sei 1l <k<n-1.

Dann enthilt die Klasse SYM(k) genau 2 + (2541 — 2)(7) Funk-
tionen.

Beweis: Ich verwende Gleichung 2.4, um zu zeigen, daf§ die Funktionen in
SYM,(k) und SYM, (k) fiir zwei verschiedene Wertevektoren v und w ver-
schieden sind, wenn k geniigend grof ist. Verschiedene Vektoren v und w
kénnen bei gleicher Variablenwahl héchstens dann unterschiedliche Funktio-
nen in SYM(k) beschreiben, wenn sie sich bereits in einer der ersten k + 1
Koordinaten unterscheiden. Es gibt genau 2F*! verschiedene Vektoren, die
sich paarweise in einer der ersten k£ + 1 Stellen unterscheiden. Die beiden
konstanten Vektoren vg = ... = vy = 0 und vg = ... = v = 1 bestimmen
jeweils genau eine Funktion, da wesentliche und unwesentliche Variablen
nicht unterschieden werden kénnen. Es bleibt zu zeigen, daf} fiir zwei nicht-
konstante Wertevektoren v und w der Linge k + 1 und fiir zwei Auswahlen
von Variablen A = {i1,..., i} und B = {j1,...,jk} mit v # woder A # B
auch die Funktionen f, 4 und g¢,, B verschieden sind. Dabei sind f, und g,
die durch » bzw. w definierten Funktionen.

o 1. Fall: A = B, v # w. Sei [ die erste Koordinate, so daBl v; # wy;

gilt. O.B.d.A. sei vy = 1, w; = 0. Setze z;,; = ... = z;, = 1, alle
anderen Variablen werden auf Null gesetzt. Dann ist f, 4(z) = 1 und
guw.B(z) = 0.

e 2. Fall: A # B, v = w. Verfahre wie im Beweis von Lemma 2.3.

e 3. Fall: A # B, v # w. Sei | der kleinste Index, so dal v; # w; gilt.
O.B.d.A. sei v; = 1, w; = 0. Sei s die Anzahl der Variablen, die in
AN B liegen. O.B.d.A. sei ANB = {a;,...2;,}. Falls | < s, so
kénnen analog zum ersten Fall z;,,...,2; auf Eins und alle anderen
Variablen auf Null gesetzt werden. Dann ist f, 4(2) = 1 und ¢, p(z) =
0. Andernfalls gilt [ > s. Die Variablen @; ,... ,z;, @i ..., 2; sowie
Tji1»---,vj, werden auf Eins und alle verbleibenden Variablen auf
Null gesetzt. Dann sind [ Variablen aus 4 und [ Variablen aus B auf
Fins gesetzt. Es gilt f, 4(z) =1 und ¢, p(z) = 0.
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Da es 2°%! verschiedene Wertevektoren der Linge k + 1 gibt und fiir jeden
Wertevektor aufier den beiden konstanten Vektoren genau (}) Méglichkei-
ten fiir die wesentlichen Variablen existieren, ist die Anzahl verschiedener

Funktionen in SYM(k) genau 2 + (2M1 — 2)(7). O

Satz 2.15: Untere Schranke fir SYM(k)

FEs sind mindestens [log(Q + (2 —2)(D) )w Anfragen nétig, um
SYM(k) zu lernen. Es gilt

{log(Q + (281 — 2) (Z) )w >k + {log (Zﬂ

Beweis: Die untere Schranke ergibt sich aus der Gréfle der Konzeptklas-
se in Verbindung mit Satz 1.2. Die Abschétzung ergibt sich aus folgenden
einfachen Rechnungen.

Fiir k=1 gilt [log(2+ (2" = 2)(1))| = Nlog(2+ 2(})] > 1+ Nlogn].

Fir k£ > 2 gilt
{bg (2 1 (21— 9) (Z)ﬂ {bg 2 4 log (1 42k~ 1) (Z)ﬂ

> 14 {log(Qk ~ 1) (Zﬂ
= 1+ {log(Qk —1)+log (Z)
> 1+ [log(2" - 1)] + {bg (Zﬂ 1

el

Satz 2.16: Algorithmus fir SYM(k)

Mit maximal 2n Anfragen kann jede Funktion aus der Klasse
SYM(k) gelernt werden. Ist die gesuchte Funktion konstant, so
gentigen n + 1 Anfragen, um dies festzustellen.

Beweis: Um die unbekannte Funktion f € SYM(k) zu lernen, miissen alle
Variablen identifiziert und der Vektor vg,...,v; gefunden werden, wobei k
die Anzahl der wesentlichen Variablen bezeichnet. Diese Aufgabe erfiillt der
folgende Algorithmus:
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Algorithmus 2.17:

1. Teste {z1,...,2;} mit 0 < j < n hochstens solange, bis fiir [ = j
etwas anderes geantwortet wird als fiir [ — 1. Wenn dieser Fall nie
eintritt, ist die gesuchte Funktion konstant, die Variablen kénnen nicht
unterschieden werden. Falls die Antworten stets FEins waren, so gilt

vg=...= v = 1,sonst vg =...=wvp =0. STOP.
Andernfalls werde o.B.d. A. fiir {z1,...,2;-1} die Antwort 0 und fiir
{x1,...,2;} die Antwort 1 gegeben. Dann ist 2; wesentliche Variable.

2. Teste {z1,..., 2z }\{a;} fir 1 <7 <[—1.Jede Antwort Null identifi-
ziert eine wesentliche, jede Eins eine unwesentliche Variable.

Sei r die Anzahl der bisher gefunden wesentlichen Variablen. Dann gilt
v9=...=v_1=0,v. = 1.

Falls » = k gilt, so sind alle wesentlichen Variablen gefunden und
Vg, ..., v ist bekannt. STOP.

3. Teste {zq,..., 21} U{z;} fir [+ 1 < j < n. Jede Eins identifiziert
eine wesentliche, jede Null eine unwesentliche Variable.

Nach diesem Schritt sind alle k& wesentlichen Variablen gefunden.

4. Teste Mengen mit j wesentlichen Variablen fiir r + 1 < j < k und
bestimme so die Werte v;.

Fiir eine konstante Funktion werden genau n+ 1 Anfragen gestellt. Andern-
falls sind {+ 1)+ (= 1)+ (n—=10)+ (k—=7) = n+ 1+ (k — r) Anfragen
notwendig. Es gilt £k — r < n — [, da nach dem zweiten Schritt in den noch
nicht untersuchten n — [ Variablen genau k& — r wesentliche Variablen ent-
halten sind. Daher kann die gesuchte Funktion mit hochstens 2n Anfragen
gelernt werden. O

Der Algorithmus ist fiir & = Q(n) bereits asymptotisch optimal, da die
untere Schranke aus Satz 2.15 dann linear in n ist.

Unbekanntes v und unbekanntes k

In der letzten Klasse von allgemeinen symmetrischen Funktionen, die ich in
diesem Abschnitt betrachte, sind sowohl der Wertevektor als auch die An-
zahl der wesentlichen Variablen unbekannt. In diesem Fall ist die Funktio-
nenklasse so grof}, daf} ein linearer Algorithmus bereits asymptotisch optimal
ist.
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Definition 2.18: SYM"

Sein € IN.

Dann besteht die Klasse SYM" aus allen Subfunktionen von be-
liebigen symmetrischen Funktionen f, mit einem Wertevektor
v € 0,1} mit beliebig vielen wesentlichen von n Variablen.
Unwesentliche Variablen werden durch Null ersetzt.

SYM" := {f, x| K C[n],v e {0,1}"T}

Statt SYM"™ werde ich SYM verwenden. Ls gilt

SYM = Lnj SYM(k) (2.5)
k=0

Hiermit 1483t sich wie in den vorherigen Abschnitten die Gréfie der Funktio-
nenklasse bestimmen.

Lemma 2.19: Grofle von SYM
Die Klasse SYM enthdlt genau 2 + 2 - 3" — 2 - 2™ Funktionen.

Beweis: Der Beweis ergibt sich aus Gleichung 2.5 und der Grofle der Klassen
SYM(k). Ich zeige zunichst, daB fiir verschiedene k& und [ in SYM(k) und
SYM(l) nur die beiden konstanten Funktionen gemeinsam enthalten sind.
Seien dazu f € SYM(k), g € SYM(l), f und ¢ nicht konstant und o.B.d.A.
k < l. Die Wertevektoren seien » und w, die gewdhlten wesentlichen Varia-
blen seien A = {iy,...,ix} und B = {jy,...,Ji}. Sei 0.B.d. A. j; & A. Sei
s so gewahlt, dafl vg = ... = vs_1 # vs und 0.B.d. A. sei vs_1 = 0,0, = 1.

e 1. Fall: Die beiden Wertevektoren unterscheiden sich bereits in einer
der ersten k& Koordinaten, d. h. es existiert ein r mit 0 < r < k, so daf}
Vo = W0y e v vy Vp] = Wy—1, 0 # W, gilt.

1. Unterfall: s < r: Ii's werden s — 1 Variablen aus B ausgewidhlt und
auf Eins gesetzt, ebenso die Variable z;,. Alle anderen Variablen in z
erhalten den Wert Null. Dann sind genau s Variablen aus B auf Eins
gesetzt und daher gilt ¢, p(2) = 1. Andererseits sind hochstens s — 1
Variablen aus A mit Eins belegt, also gilt f, 4(z) = 0.

2. Unterfall: s > r: Dann gilt vg = ... = v,y = v, =0und wg = ... =
wy_1 = 0,w, = 1. Es werden r — 1 Variablen aus B ausgew&hlt und
auf Eins gesetzt, auflerdem die Variable z;,. Alle anderen Variablen
in 2 erhalten den Wert Null. Dann sind genau r Variablen aus B auf
Fins gesetzt und es gilt ¢,, p(z) = 1. Andererseits sind hochstens r — 1
Variablen aus A mit Eins belegt, daher folgt f, 4(z) = 0.
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3. Unterfall: s = r: Aus A werden genau s Variablen mit Fins belegt,
alle anderen Variablen werden auf Null gesetzt. Dann gilt f, 4(z) =1
und g, g(z) = 0.

o 2. Fall: vg # wo: Fiir 2 = (0,...,0) gilt f, 4(z) =1 und g, p(z)=0.

e 3. Fall: Es gilt v; = w; fiir jedes 0 < j < k. Dann gilt insbesondere
we_q = 0 und w, = 1. Es werden s — 1 Variablen aus B auf Eins
gesetzt, auflerdem die Variable z;. Alle anderen Variablen erhalten
den Wert Null. Dann gilt f, 4(z) = 0 und ¢, p(z) = 1.

Also sind je zwei Funktionen aus SYM(k) und SYM(l) verschieden, sofern

sie nicht konstant sind. Mit der Gréfe der Klasse SYM(k) aus Lemma 2.14
folgt

L) syae)

k=0

2+ Zn:(z’““ ~2) (Z)
k=0
v ()5l

= 242.3"-2.27

|SYM]

Satz 2.20: Untere Schranke fiir SYM

Fs sind mindestens [log(2+4 2-3" —2-2")] Anfragen notwen-
dig, um die Klasse SYM zu lernen. Dies sind mindestens [1,58n]
Anfragen.

Beweis: Die untere Schranke ergibt sich aus der Grofle der Klasse SYM in
Verbindung der allgemeinen unteren Schranke aus Satz 1.2.

Firn =1 gilt [log(2+2-3"—2-2")] =2 > 1,58.

Fiir n > 2 gilt 3" > 27!, Hieraus folgt

Mog(2 +2-3" —2-2")] [log(3™ + 3" — 27+1)]
[log(2-3" —3")]

[log 3"]

1,58n

VAR AVARN AV AV
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Satz 2.21: Algorithmus fir SYM

Mit maximal 2n Anfragen kann jede Funktion aus SYM gelernt
werden. Ist die gesuchte Funktion konstant, so geniigen n + 1
Anfragen, um dies festzustellen.

Beweis: Wenn in Algorithmus 2.17 der mit * gekennzeichnete Schritt nicht
ausgefiihrt wird, lernt dieser Algorithmus alle wesentlichen Variablen, ohne
deren Anzahl zu kennen. Im dritten Schritt wird dann % als die Anzahl der
bis dahin gefundenen wesentlichen Variablen festgelegt. Die Analyse und die
Laufzeit ergeben sich direkt aus dem Beweis von Satz 2.16. O

Da die untere Schranke fiir die Klasse SYM linear in n ist, ist dieser Algo-
rithmus asymptotisch optimal.
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Kapitel 3

Threshold-Funktionen

Eine Threshold-Funktion mit Thresholdwert 7 gibt genau dann eine Eins
aus, wenn in der Fingabe mindestens 7 Einsen enthalten sind. Der Werte-
vektor einer solchen Funktion hat die Form » = (0,...,0,1,...1), wobei ge-
nau an der 7-ten Position der Wechsel zwischen Null und Eins geschieht. Ich
untersuche die Klassen THR?(k) von Threshold-Funktionen mit Threshold-
Wert 7 auf n Variablen mit &k wesentlichen Variablen.

In der Arbeit von Uehara, Tsuchida und Wegener [24] werden fiir k < 7
und beliebiges 0 < 7 < k asymptotisch optimale Algorithmen angegeben.

Fir k > & werden dort fiir den Spezialfall 7 = 7 ebenfalls asymptotisch
optimale Algorithmen angegeben. Hegediis und Idyk untersuchen in [16],
wie Disjunktionen von Threshold-Funktionen gelernt werden kénnen. Sie
geben fiir Disjunktionen von wenigen Funktionen Algorithmen an, die mit

polynomiell vielen Anfragen (membership und equivalence) auskommen.

Ich werde in diesem Abschnitt die Algorithmen aus [24] fiir k£ > & und belie-
biges 0 < 7 < k verallgemeinern und eine weitere untere Schranke angeben.
Anschliefend wird gezeigt, dal mit diesen Algorithmen jede Funktion aus
THR? (k) mit asymptotisch optimal vielen Anfragen gelernt werden kann.

Definition 3.1: Threshold-Funktion

Seien n € IN und 7 € INg. Eine Funktion f: {0,1}" — {0,1}
heifst Threshold-Funktion mit Thresholdwert 7, wenn
f(z) =1 genau dann gilt, wenn |x|y > 7, d. h. die Anzahl Finsen
i & mindestens T ist.

Man schreibt f(x) = thr ().

Der Wertevektor der Funktion thr, beginnt mit 7 Nullen, gefolgt von n—7+1
Einsen.
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Definition 3.2: THR”(k)

Seienn €IN und k,7 € INg mit 0 < k < n.

Dann besteht die Klasse THR?(k) aus allen Threshold-Funkti-
onen mit Threshold-Wert 7 auf n Variablen mit k wesentlichen
Variablen. Unwesentliche Variablen werden durch Null ersetzt.

THR(k) := {thr, x| K C [n],|K| = k}

Ich schreibe auch THR;(k), wenn n aus dem Zusammenhang eindeutig her-
vorgeht.

Fir 7 = 0 und 7 > k besteht THR?(k) nur aus der konstanten Eins- bzw.
Null-Funktion. Fiir £ = 0 oder k = n ist die Lernaufgabe trivial.

Es gilt THRY (k) = OR"™(k) und THR}(k) = AN D"(k). Hierfiir werden in
[24] asymptotisch optimale Algorithmen beschrieben. Auflerdem wird dort
fiir THR, (k) mit k < & ein asymptotisch optimaler Algorithmus angegeben.

In [24] wird gezeigt, daB mindestens [log (})] Anfragen notwendig sind, um
THR. (k) zu lernen. Ich gebe eine weitere untere Schranke, indem ich eine
Strategie eines Gegenspielers (adversary) beschreibe, der in jeder Anfrage
hochstens 7 Variablen identifiziert.

Satz 3.3: Untere Schranke fur THR.(k)

Sein, k€N mitl<k<n. Seite€Nmitl<rt<k-1.

Dann sind mindestens [ﬂ Anfragen notwendig, um die Klasse

THR.(k) zu lernen.

Beweis: Ich nehme an, dafi Anfragen mindestens 7 Variablen enthalten, da
sonst die Antwort Null bereits vorher feststeht.

Ein Gegenspieler kann jeden beliebigen Algorithmus zwingen, mindestens
[ﬂ Anfragen zu stellen.

Dazu antwortet der Gegenspieler auf die ersten [ﬂ —1 Anfragen eines Algo-
rithmus stets eine Eins und identifiziert zusdtzlich in jeder Anfrage genau 7
Variablen als wesentlich. Dabei werden zunéchst solche Variablen benannt,
die bereits in fritheren Schritten als wesentlich bekannt gegeben wurden. Der
Algorithmus erhilt keine Informationen iiber die weiteren Variablen. Nach
diesen Anfragen sind héchstens k—1 Variablen identifiziert und der Algorith-
mus mufl noch mindestens eine weitere Anfrage stellen, um alle Variablen
zu lernen. O

Also sind fiir THR,(k) die unteren Schranken [log (})] und [ﬂ bekannt.

Fiir kleines 7 und grofles k& ist die erste Schranke der zweiten unterlegen.

Ich gebe nun mehrere Algorithmen an, um Threshold-Funktionen zu lernen.

Diese sind Verallgemeinerungen aus [24], die dort fiir 7 = % angegeben
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werden. Dabei bezeichne ich mit & die Anzahl der wesentlichen und mit
k' = n — k die Anzahl der unwesentlichen Variablen. In [24] wird gezeigt,
daB THR?(n— k') genauso schwierig zu lernen ist wie THR; _;, . (n—k').
Deswegen werde ich mich im Folgenden auf

nok, T €INJT <K < 2und 2 <7< 25k

beschrianken, da alle anderen Fille entweder trivial oder bereits untersucht
sind. Diese Voraussetzungen gelten generell und werden in den S&tzen teil-
weise verschirft.

Satz 3.4: Algorithmus fir THR.(n — k') mit &’ < | 2]

Sei k' < |%]. Dann kann THR,(n — k') mit O(“=% 4 k'log 2)

Anfragen gelernt werden.

Beweis: Der Wertevektor v einer Threshold-Funktion hat die Gestalt v =
(0,...,0,1,...,1). Mit dem Algorithmus 2.8 aus Satz 2.7 folgt direkt die

Behauptung. O
In [24] wird ein Algorithmus fiir & = Q(, /107;n) und 7 = & angegeben, der
die Klasse THR,(n — k') mit O(k'log 77) Anfragen lernt. Ich werde diesen
Ansatz fir {#J < 7 < § verallgemeinern.

Dazu werden Dummymengen D; fiir 1 < j < {#Jverwendet, so dafl D;
genau T — j wesentliche Variablen enthélt. Fiir eine Menge A mit héchstens
{#J Elementen liefert die Anfrage A U D 4 genau dann eine Eins, wenn
A nur wesentliche Variablen enthélt. Umgekehrt liefert A U D)4 eine Null,
wenn A mindestens eine unwesentliche Variable enthidlt. Mit einer biniren
Suche kénnen alle unwesentlichen Variablen gefunden werden.

Um die Dummymengen zu bestimmen, werden aus einer Menge S*, die ge-
nau 7 wesentliche Variablen enthilt, solange Variablen entfernt, bis {#J
wesentliche Variablen bekannt sind. Dann kénnen alle Dummymengen defi-

niert werden.

Satz 3.5: Algorithmus fiir THR-(n—k) mit &' = Q(, /), 7 > {k'nﬁJ

Sei k! < 2r > |y | wnd K = (1),
Dann kann die Klasse THR-(n — k') mit O(k'log 17) Anfragen
gelernt werden.

Beweis: Ich teile die Variablen in drei disjunkte Mengen By, B, und B3 auf
mit

Bi = {$|’£i—31)n'|+1,... ,$%}
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und gebe einen Algorithmus an, der alle unwesentlichen Variablen in Bj
findet. Analog kénnen alle anderen Variablen gelernt werden. In Abbildung

3.1 werden die verwendeten Mengen veranschaulicht.

*
S

By Bo B3

D

Abbildung 3.1: In Algorithmus 3.6 verwendete Mengen

Algorithmus 3.6:

1.

CFir1<j<

Bestimme ein minimales s, so dal S* = {@y,...,z,} eine Eins liefert.
Dieses liegt in {r,...,7 4 &’} und kann mit bindrer Suche bestimmt
werden.

. Stelle fiir 1 < ¢ < s die Anfrage S*\{xz;} solange, bis {#J wesent-

liche Variablen eq,... ,eLLJ gefunden wurden. Die Variable z; ist
k41
wesentlich, wenn die Anfrage S*\{z;} eine Null liefert.

{#J wird D; := $*\{e1,...,e;} definiert. Eine Menge
D; enthélt genau 7 — 7 wesentliche Variablen.

. Teile Bs in k' disjunkte Mengen Rq,..., R mit jeweils hdchstens

{#J Elementen auf.

. Frage fir 1 < ¢ < k' die Mengen R; U D|g,| an. Jede Menge mit

einer Null als Antwort wird eine Gewinnerin. Eine Gewinnerin enthalt
mindestens eine unwesentliche Variable.

. Sei R eine Gewinnerin. Falls R einelementig ist, so ist die in R liegende

Variable unwesentlich. Andernfalls wird R in zwei (fast) gleichgrofie
Mengen U und V aufgeteilt. Frage U U Dygyj und V' U Dy. Jede Null
identifiziert eine neue Gewinnerin, die weiter untersucht wird.

Korrektheit:
Das im ersten Schritt gesuchte s liegt in {r,...,7 4 k'}, da einerseits minde-

stens 7 wesentliche Variablen notwendig sind, damit 5™ eine Eins erzeugen
kann, und andererseits S* hochstens k' unwesentliche Variablen enthalten

kann.
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Im zweiten Schritt werden mindestens {#J wesentliche Variablen gefun-

den, da in 5™ genau 7 > {#J wesentliche Variablen enthalten sind. Da-
her kénnen im dritten Schritt alle D; gebildet werden. Es gilt D; C 5 C

{Z1, o, 2qp ). Aus B < g und 7 < 4 folgt 7 4+ &' < [%ﬂ, also gilt
S*N By = 0.
Ich zeige nun, daff mit den & Mengen Ry,..., Ry, die im vierten Schritt

gebildet werden, die Menge Bjs iiberdeckt werden kann. Dazu weise ich nach,

daf} die Vereinigung dieser Mengen mindestens [%] Variablen enthilt, wenn

die Mengen alle Grofie [k'nﬁw haben. Im Algorithmus werden einige die-

ser Mengen gegebenenfalls kleiner gewihlt, damit die Uberdeckung disjunkt
wird. Fiir &’ > 2 und n grof} genug gilt

_ —k/

1
> 2y
= 2

n n
>
- 2 8
B 3n
8

n
> —+1

v
—_— e

w3
-

Die in den letzten beiden Schritten verwendeten Mengen enthalten jeweils
héchstens {#J Variablen. Fine Menge R wird genau dann zur Gewinnerin,
wenn sie mindestens eine unwesentliche Variable enthélt, denn sonst enthiel-
te R U D|g| genau T wesentliche Variablen und wiirde eine Eins liefern. Mit
den bindren Suchen werden alle in Bs enthaltenen unwesentlichen Variablen
gefunden.

Laufzeit:
Der erste Schritt bendtigt hochstens [log(k’ +1)] Anfragen. Im zweiten
Schritt werden héchstens &' + {#J Anfragen gestellt, da es nur &’ unwe-

sentliche Variablen gibt. Die Analyse der bin&ren Suche im sechsten Schritt
geschieht wie im Beweis von Satz 3.4. Insgesamt werden héchstens
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—_

K+
= O(log k') + O(K') + O (k, + (k’log %)

n n
o (1o ) +0 (2)

Anfragen gestellt. Aus Lemma B.4 folgt 7 = O(k'log 77) fiir &' = Q(, /5¢7)

und somit die Behauptung.

llog(k' +1)] + (k’ + { . ) + K2k [bg LC’LHH
0

O

Im vorigen Satz konnten in S™ mit linearer Suche { J wesentliche Va-

n

B+l
riablen bestimmt werden, da &’ geniigend grofl war. Fiir kleines k' ergibt
sich eine schlechte Laufzeit. Ich gebe nun einen Algorithmus an, der eben-
falls mit Dummymengen arbeitet. Die Bestimmung dieser Mengen ist je-
doch aufwendiger. Deswegen werde ich zun&chst die Idee beschreiben, wie
die Dummymengen gefunden werden kénnen. Das genaue Verfahren findet
sich im Beweis des folgenden Satzes.
Um die Dummymengen definieren zu kénnen, miissen geniigend viele we-
sentliche Variablen bekannt sein. Ich verwende ein geeignetes System von
disjunkten Mengen R;, die jeweils genau r Variablen enthalten (fiir ein ge-
nauer zu bestimmendes 7). Es ist bekannt, dafl ein Index iy existiert, so
dal R;, nur wesentliche Variablen enthidlt. Dieser Index soll mit Hilfe ei-
ner Mengenkette Co D C7 D ... D (s bestimmt werden. Die Kette ist so
konstruiert, dafl die Anzahl wesentlicher Variablen in C'; fiir steigendes j
monoton fallend ist und es mindestens einen Index jp gibt, so dafl C;; ge-
nau 7 — r wesentliche Variablen enthélt. Die Anfrage R;, U C';, wiirde also
eine Fins liefern, da R;, genau r wesentliche Variablen enthilt. Der Index
Jo wird nun mit einer bin&ren Suche bestimmt, indem geeignete Mengen C';
mit jedem R; vereinigt und angefragt werden. Fiir den Index j gilt dann,
dal mindestens eine dieser Anfragen eine Eins liefert und fiir alle Anfra-
gen mit ;11 nur Nullen geantwortet werden. Mit dem Index jy kann i
anschlieflend leicht gefunden werden.

Satz 3.7: Algorithmus fiir THR,(n— k') mit 25 < 7 und &' = O(n' ™)

3k
Sei k' < &£, $7 < 1 und k' = O(n'~°) fir ein ¢ > 0. Dann kann
THR;(n — k') mit O(k'log {v) Anfragen gelernt werden.
Beweis: Ich teile die Variablen in vier disjunkte Mengen By, ..., By auf mit
Bi = {$|’£i—41)n'|+1, cee ,$%}

und gebe einen Algorithmus an, der alle unwesentlichen Variablen in By fin-
det. Analog koénnen alle anderen Variablen gelernt werden. In Abbildung 3.2
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T+K’

Abbildung 3.2: In Algorithmus 3.8 verwendete Mengen

sind die verwendeten Mengen veranschaulicht. Im Gegensatz zu den anderen
Algorithmen in dieser Arbeit gebe ich beim folgenden Algorithmus direkt
zu jedem Schritt einige Frklarungen an. Diese stellen einerseits einen Nach-
weis der Korrektheit dar, sind aber andererseits notwendig, um die weitere
Arbeitsweise des Algorithmus zu verstehen.

Algorithmus 3.8:

1. Sei S* :={x1,..., 2,41 }. 5* enthdlt mindestens 7 wesentliche Varia-
blen.
2. Seir:[ k’-|—1 =n—(K+1)r+1. Dann gilt 7+ k" < p <

| und p
[ W—I—lundrglkg

Die Aussage 7 + k' < p folgt direkt aus den Voraussetzungen des Satzes,
denn mit &' < 5 und 7 < % gilt

—12
= n—(K+1 Lw 1
P n— (K4 )[4(1{%1) +
K+ ([ 1) 1
> n—(k'+ )<4(k’—|—1)+ +
LY
1
, 3n_n
= 11
B 8n
12
won
2 T 12
> 74K

Die anderen Ungleichungen ergeben sich durch einfaches Nachrechnen.
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3. Teile die Menge {2, ...,2,} in k' + 1 disjunkte Mengen R; der Grofle
r auf. Mindestens ein R; besteht nur aus wesentlichen Variablen.

Esgilt (K'4+1)r = n—p+1. In den k41 disjunkten Mengen kénnen héchstens
k" unwesentliche Variablen liegen, also muff mindestens eine Menge nur aus
wesentlichen Variablen bestehen. Aus p < PT”W + 1 folgt

k' +1
By C U R;

=1
4. Fir 0 < j < k' werden die Mengen C; = S*\{z1,...,2,4;} definiert.

Es gilt r+j < 7+ k' und es entsteht eine Mengenkette Cpr C Cpr_1 C ... C
Co C 5™

(o enthélt mindestens 7 — r und €} héchstens 7 — r wesentliche Variablen.
Die Anzahl wesentlicher Variablen in ('; ist monoton fallend in j. In einem
Schritt kann sich diese Anzahl hochstens um Eins vermindern. Also muf}
es mindestens ein jo geben, so dafl C';; genau 7 — r wesentliche Variablen
enthilt.

Falls fiir ein festes j alle Anfragen C;UR; fiir 1 <14 < k’41 eine Null liefern,
so enthdlt C'; weniger als 7 — 7 wesentliche Variablen, da mindestens ein R;
genau r wesentliche Variablen enthilt.

5. Fiihre eine bindre Suche auf {0,...,%k'} durch, um den Index jy zu
bestimmen. Fiir einen Suchbereich A wird das in der Mitte von A
gelegene j gewéhlt und es werden die Anfragen C'; U R; fiir alle 1 <
i < K + 1 gestellt. Wenn mindestens eine Anfrage eine Fins liefert,
so wird in der oberen Hilfte von A weitergesucht, andernfalls in der
unteren. Die Suche endet, wenn der Suchbereich einelementig wird.
Dieses Element sei jg.

Wenn fiir C'; alle Anfragen eine Null liefern, so enthdlt C'; weniger als 7 —r
wesentliche Variablen. Das gesuchte jo muf} also kleiner als j sein, da die
Anzahl wesentlicher Variablen monoton fallend in j ist.

6. Sei ig € {1,...,k"+ 1} ein Index, so daBl C;, U R;, eine Eins liefert.
R;, enthalte die Variablen {e1,...,e.}.

Der Index ¢ kann direkt aus den Antworten des vorigen Schrittes ermittelt
werden, da (', genau 7 — r wesentliche Variablen enthélt und jedes ¢, fiir
das C'j, U R; eine Fins liefert, geeignet ist. C';, U R;, hat genau 7 wesentliche
Variablen.

7. Definiere die Dummymengen D; = C;,UR; \{eq,... e} fiir 1 <[ <.
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D; enthilt genau 7 — [ wesentliche Variablen und es gilt D; N R; = 0 fiir alle
i # 19, da C; Teilmenge von S* ist, 7 + k' < p gilt und alle R; paarweise
disjunkt sind.

8. Fiir 1 <i < k' +1und i # ig wird die Anfrage R; U Dig,| gestellt. Jede
Antwort Null erzeugt einen ,,Gewinner®.

Jeder Gewinner enthilt mindestens eine unwesentliche Variable.

9. Sei R ein Gewinner. Falls R einelementig ist, so ist die in R liegende
Variable unwesentlich. Andernfalls wird R in zwei (fast) gleichgrofie
Mengen U und V' aufgeteilt. Frage U U Dygyj und V' U Dy. Jede Null

identifiziert einen neuen Gewinner, der weiter untersucht wird.

Laufzeit:
Nur im fiinften und in den letzten beiden Schritten werden Anfragen ge-
stellt. Im fiinften Schritt wird eine binire Suche auf {0, ..., k’'} durchgefiihrt.
Hierbei wird der Suchbereich héchstens [log(k’ 4+ 1)]-mal halbiert, bis dieser
einelementig wird. Nach jeder Halbierung werden maximal &' + 1 Anfragen
gestellt. Insgesamt ergibt dies O(k’'log k") Anfragen.
Die Analyse der letzten beiden Schritte ergibt sich wie im Beweis von Satz
3.4. Insgesamt werden héchstens O(k'log ) +O(k'log k') Anfragen gestellt.
Mit der Voraussetzung k' = O(n'~) folgt k'log k' = O(k'log 4+) aus Lemma
B.5 und somit die Behauptung.

U

Ich zeige nun, dafl mit den angegebenen Algorithmen fiir jedes &' und 7 ein
asymptotisch optimaler Algorithmus fiir THR,(n — k') bekannt ist.

Satz 3.9: Asymptotisch optimaler Algorithmus fiir THR,(n — k')

Sein € IN und k,7 € INg mit 0 < k' < n.

Dann st fiir jede Parameterkombination ein Algorithmus be-
kannt, der die Klasse THR.(n — k') in asymptotisch optimaler
Zeit lernt.

Beweis: Fir 7 = 0 und 7 > n — k' besteht THR.(n — k') nur aus der
konstanten Eins- bzw. Null-Funktion.

Fiir ¥ = 0 und k' = n ist die Lernaufgabe trivial.

Es gilt THRy(n—k") = OR"(n—k') und THR,_jy(n—k') = AND"(n—Fk').
Hierfiir werden in [24] asymptotisch optimale Algorithmen beschrieben.

In [24] wird fiir THR-(n — k") mit k' > & ein asymptotisch optimaler Algo-
rithmus angegeben.

In [24] wird gezeigt, wie aus einem Algorithmus fiir THR,(n — k') direkt
ein Algorithmus fir THR,,__,y1(n — k') mit gleicher Laufzeit konstruiert
werden kann. Deswegen sei im weiteren 7 < ”_zk/.
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Als untere Schranken sind k'log 77 und ”_Tk/ bekannt. Ich gebe nun fiir

nelIN,1 <k < Zund 2 < 7 < ”_Tk/ Algorithmen an, deren Laufzeiten

sich hochstens um einen konstanten Faktor von diesen unteren Schranken
unterscheiden. Dazu fiihre ich eine vollstindige Fallunterscheidung durch.

e Fall 1: ' > {5. Dann gilt &' = O(n). In diesem Fall ist der lineare
Algorithmus aus Satz 2.7 asymptotisch optimal.

o Fall 2: k' < {%.

— Fall 2.1: &/ < [2]. Im Beweis von Satz 3.4 wird ein Algorithmus
mit Laufzeit O(”‘Tk/ + k'log 17) angegeben.
— Fall 2.2: k' > |2].

« Fall 2.2.1: &' > /. Dann gilt &' = Q(, /i525)- Aus &' >

logn
| 2] folgt 7 > {#J Hierfiir wird im Beweis von Satz 3.5
ein Algorithmus mit Laufzeit O(%'log 17) angegeben.
¢ Fall 2.2.2: k' </t Dann gilt & < \/n = O(n?) und
3z7 < 7. Somit sind die Voraussetzungen von Satz 3.7 erfiillt,

in dessen Beweis ein Algorithmus mit Laufzeit O(%'log 7)
angegeben wird.

O



Kapitel 4

Modulo-Funktionen

Eine Modulo-Funktion mit Modulus ¢ gibt genau dann eine Eins aus, wenn
die Anzahl Finsen in der Fingabe kein Vielfaches von ¢ ist. Der Wertevektor
einer Modulo-Funktion hat die Gestalt v = (0,1,...,1,0,1,...,1,0,1,...),
wobei zwischen zwei Nullen jeweils ¢ — 1 Einsen stehen.

Ich untersuche in diesem Kapitel Klassen von Modulo-Funktionen mit Mo-
dulus ¢ und k wesentlichen Variablen.

Die Ergebnisse aus Kapitel 2 fiir allgemeine symmetrische Funktionen {iber-
tragen sich natiirlich auf Modulo-Funktionen. Insbesondere ergeben sich
hieraus eine untere Schranke [log (})] und ein in n linearer Algorithmus.
Fir £ < & und beliebigen Modulus ¢ < k gebe ich asymptotisch optimale
Algorithmen an, indem ich entsprechende Aussagen, die in [24] fiir Parity-
Funktionen gezeigt werden, verallgemeinere. Fiir & > %” zeige ich, daf} fiir
q = O(log (})) ebenfalls asymptotisch optimale Algorithmen bekannt sind.
Fiir ¢ > %” und k = ¢ 4 ¢ gebe ich eine weitere untere Schranke an. Au-
Berdem zeige ich, dafl ein Algorithmus, der nur Anfragen mit hochstens ¢
Variablen verwendet, fiir ¢ > %” und n—k > 2logn mindestens 7 Anfragen

benétigt, um MOD,(k) zu lernen.
Definition 4.1: Modulo-Funktion

Sein,q € IN. Fine Funktion f:{0,1}" — {0,1} heifit Modulo-
Funktion g-ter Ordnung, wenn f(z) = 0 genau dann gilt,
wenn die Anzahl Finsen in x ein Vielfaches von q ist.

Man schreibt f(z) = mod,(z).

Definition 4.2: MOD; (k)

Seien n,k,g € IN mit 0 < k < n. Dann besteht die Klasse
MODy(k) aus allen Modulo-Funktionen g-ter Ordnung auf n Va-
riablen mit k wesentlichen Variablen. Unwesentliche Variablen
werden durch Null ersetzt.

53
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MODy(k) := {mod, k| K C [n],|K| =k}

Ich schreibe auch MOD,(k), wenn n aus dem Zusammenhang bekannt ist.
Fir k = 0 und k& = n enthélt die Klasse MOD,(k) genau eine Funktion. Fiir
g = 1 besteht MOD,(k) nur aus der konstanten Null-Funktion. Fiir ¢ = 2
liegt der Spezialfall der Parity-Funktionen vor. Fiir ¢ > k + 1 erzeugt eine
Anfrage genau dann eine Fins, wenn mindestens eine wesentliche Variable in
der Eingabe liegt. Dies entspricht einer Disjunktion. Fiir die beiden letzten
Fille werden in [24] asymptotisch optimale Algorithmen angegeben.

Ich beschridnke mich in den folgenden Betrachtungen auf

‘nEIN,3§k§n—1und3§q§k

da alle anderen Fille entweder trivial sind oder bereits untersucht wurden.
In den drei folgenden S&tzen gebe ich eine untere Schranke sowie einen in
n linearen Algorithmus an. Diese Aussagen ergeben sich direkt aus den ent-
sprechenden Sitzen iiber allgemeine symmetrische Funktionen aus Kapitel
2 und der Form des Wertevektors fiir Modulo-Funktionen.

Lemma 4.3: Groflie von MOD,(k)

Die Klasse MOD,(k) enthdlt genau () Funktionen.
Beweis: Sei v der Wertevektor einer Funktion aus MOD,(k). Dann gilt
vg = 0,v1 = 1. Daher folgt die Behauptung direkt aus Satz 2.3. O
Satz 4.4: Untere Schranke fiur MOD,(k)

Es sind mindestens [log (1) Anfragen notwendig, um MOD,(k)
zu lernen. Es gilt [log (7)] > klog 2.

Beweis: Es gilt |MOD,(k)| = (}). Die erste Behauptung folgt direkt aus
der allgemeinen unteren Schranke fiir Funktionenklassen (vgl. Satz 1.2). Die
Abschitzung folgt aus Lemma B.1. O

Satz 4.5: Linearer Algorithmus fiir MOD,(k)
Die Klasse MOD,(k) kann mit n — 1 Anfragen gelernt werden.

Beweis: Sei v der Wertevektor einer Funktion aus MOD,(k). Dann gilt
vg = 0 und v, = 1. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.5. O

Wenn & nahe bei 7 liegt, ist die untere Schranke aus Satz 4.4 linear in n
und der obige lineare Algorithmus ist asymptotisch optimal. Daher werde
ich mich im Folgenden darauf beschrinken, dafl die Anzahl der wesentlichen
Variablen klein (k < %) oder grof (k > 2%) ist.
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4.1 Ein Algorithmus fiir MOD, (k) mit k < 3

In [24, S. 11] wird fiir die Klasse der Parity-Funktionen mit & wesentlichen

Variablen ein asymptotisch optimaler Algorithmus fiir £ < £ angegeben.

3
Diesen werde ich fiir beliebigen Modulus ¢ < k verallgemeinern. Dazu weise
ich fiir & < 2 die Existenz eines nicht zu grofien Mengensystems T1,...,Ty,

nach, so daf} fiir jede Auswahl von héchstens £ wesentlichen Variablen min-
destens eine Menge T; existiert, so dafl die Anzahl der wesentlichen Variablen
in T; kein Vielfaches von ¢ ist. Da dieser Satz spdter auch fiir unwesentliche
Variablen verwendet werden soll, werde ich die Aussage allgemeiner fiir eine
Auswahl 5 aus k Objekten formulieren.

Mit Hilfe dieses Mengensystems kénnen mit bindrer Suche alle Variablen
identifiziert werden. Wenn k = O(n!™¢) fiir ein € > 0 gilt, 148t sich hiermit
ein asymptotisch optimaler Algorithmus konstruieren. Fiir grofieres & < %
zeige ich, dafl dhnliche Mengensysteme existieren, bei denen zusitzlich die
Grofe der Mengen T; beschrénkt ist. Hiermit kann fiir beliebiges k& < % ein
asymptotisch optimaler Algorithmus angegeben werden.

Satz 4.6: Existenz eines Mengensystems

Seien n,k,q € IN mit 3 < & <
[log ()] + 2.

Dann gibt es ein System von m Mengen T; C [n], so daf§ fir
jedes S C [n] mit 1 < |S| < k mindestens ein Index i existiert
mit |S NT;| Z 0mod q.

gund 3 < g < K. Sei m =

Beweis: Sei S C [n] mit 1 < || < k. Eine Menge R C [n] soll c-schlecht
heiflen, wenn |SN R| = ¢mod ¢ gilt. Ein Tupel von m Mengen (Ry,..., R,,)
heifit c-schlecht, wenn |S N R;| = ¢mod q fiir jedes 1 < i < m gilt.

Ich zeige zunichst, daB fiir jedes 0 < ¢ < g — 1 hochstens die Hélfte aller
Mengen R C [n] e-schlecht ist. Dazu fiihre ich eine Induktion iiber die Grofie
s der Menge § durch.

o [A: s = 1. Sei S = {a}. Das Objekt z liegt genau in der Hélfte aller
Mengen R C [n]. Also ist die Hélfte aller Menge 0-schlecht, die andere
Hilfte ist 1-schlecht. Fiir grofleres ¢ gibt es keine ¢-schlechten Mengen.

e IS: s — s+1.Sei S = VU{z} mit |V]| = s. Eine Menge R ist ¢-schlecht
bzgl. 5, wenn sie entweder (¢ — 1)-schlecht bzgl. V' ist und 2 enthilt
oder c-schlecht bzgl. V' ist und = nicht enthalt.

Die Induktionsvoraussetzung besagt, dafl héchstens die Héilfte aller
Mengen c-schlecht bzgl. V ist, d.h. fiir htchstens die Hélfte aller Men-
gen gilt [R NV| = e¢modgq. Da z nicht in V liegt, enthilt genau die
Hélfte dieser Mengen R das Objekt 2 und die andere Hélfte nicht.
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Also gilt fiir hochstens ein Viertel aller méglichen Mengen R, daf} sie
c-schlecht bzgl. V sind und x nicht enthalten.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt ebenfalls, dafl héchstens die Hilfte
aller Mengen (¢ — 1)-schlecht bzgl. V' ist. Von diesen enthéilt genau die
Hélfte das Objekt . Also gilt fiir héchstens ein Viertel aller moglichen
Mengen R, daf} sie ¢ — 1-schlecht bzgl. V ist und z enthilt.

Insgesamt sind also héchstens die Hilfte aller Mengen e-schlecht bzgl.
S.

Ich zeige nun, daB héchstens ein Anteil von (3)™ aller méglichen Tupel von
m Mengen c-schlecht ist.

Mit P([n]) bezeichne ich die Potenzmenge [n]. Dann kénnen die Mengen aus
P([n]) so auf einer Achse angeordnet werden, daf§ alle ¢-schlechten Mengen
in der ersten Hilfte liegen, da hichstens die Hilfte aller Mengen ¢-schlecht
ist. Die Lange dieser Achse sei auf Eins normiert. Jedes Tupel von m Mengen
liegt in dem m-dimensionalen Raum (P([n]))™. Die ¢c-schlechten Tupel liegen
alle in einem Quader mit Seitenldnge % Das Volumen dieses Quaders betrigt

()"

c-schlechte Tupel

12

Abbildung 4.1: Der Raum (P([n]))™ fir m = 2

Ich betrachte nun den Fall ¢ = 0. Die Anzahl aller Mengen S C [n] mit 1 <

|| < & betragt Y5 (7). Fiir & < £ sind dies nach Lemma B.2 héchstens
2(") Mengen. Durch jede dieser Mengen wird maximal ein Anteil von (1)™
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aller moéglichen m-Tupel 0-schlecht. Also sind maximal
(n) (1)m (n) (1)ﬁog(2ﬂ+2
2 N = 92 N
K 2 K 2
1(n) (1)10g(2)
< = =
A 2
1
< =
- 2

aller m-Tupel 0-schlecht fiir irgendeine Menge S. Daher mufl es mindestens
ein Tupel Ty,....,T,, von m Mengen geben, das fiir keine Menge 5 mit
1 <|5] < k die Eigenschaft 0-schlecht erfiillt. Dies ist die Behauptung.

O
Ich verwende das obige Mengensystem T7y,...,7T,,, um einen Algorithmus
fiir MOD,(k) mit k < % zu beschreiben. Sei K = 5 die (unbekannte) Menge
der wesentlichen Variablen mit |K| = k = k. Dann gibt es eine Menge

T;, so daB |K' N T;| # Omodgq gilt. Die Anfrage 7} liefert also eine Eins.
Mit einer bindren Suche kann eine wesentliche Variable x in T; gefunden
werden, indem 7’; halbiert wird und beide Hélften angefragt werden. Da die
Anzahl wesentlicher Variablen in 7 kein Vielfaches von ¢ ist, muf} dies auch
fiir mindestens eine der beiden Hilften gelten, so daff mindestens eine der
beiden Anfragen eine Eins liefern muf. In dem entsprechenden Teil wird
weitergesucht.

Sei K’ = K \ {z} die (unbekannte) Menge der verbliebenen wesentlichen
Variablen, nachdem die Variable z als wesentlich identifiziert wurde. Falls
|K'| > 1 gilt, so existiert eine Menge T}/, so dafi |K' N Ty| # 0modgq. Da
x nicht in diesem Schnitt vorkommt, liefert die Anfrage T/ \ {x} eine Eins.
Eine solche Menge T\ {2} kann zum Beispiel gefunden werden, indem z aus
allen Mengen T; entfernt und jede dieser Mengen angefragt wird. In T kann
mit bindrer Suche eine weitere wesentliche Variable identifiziert werden. Auf
diese Weise konnen sukzessive alle wesentlichen Variablen gelernt werden.
Die Laufzeit dieses Algorithmus ist O(k * (m 4 logn)), da fiir jede der k
wesentlichen Variablen alle (entsprechend verkleinerten) Mengen T; gefragt
werden und jeweils auf einer der Mengen eine bindre Suche durchgefiihrt
wird. Der obige Algorithmus hat den Nachteil, daf fiir jede wesentliche Va-
riable alle Mengen T; angefragt werden, um herauszufinden, auf welcher
Menge eine bindre Suche starten kann.

Ich zeige nun, dal O(m + klogn) Anfragen ausreichen, um MOD,(k) fiir
k < 5 zu lernen. Sei A eine Anfrage, die eine Null liefert. Wenn im weiteren
Verlauf des Algorithmus g wesentliche Variablen gefunden werden, die in
A liegen, so ist ohne erneute Anfrage klar, dafl noch weitere (¢ — ¢) modg
wesentliche Variablen in der Menge A liegen miissen. Im Beweis des folgen-
den Satzes gebe ich einen Algorithmus an, der dieses Wissen ausnutzt, um
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stets auf geeigneten Mengen bindre Suchen zu starten, ohne zuvor weitere
Anfragen stellen zu miissen.

Satz 4.7: Algorithmus fiir MOD,(k) mit k < 3

Sei k < %. Dann kann MOD,(k) mit O(klogn +log (7)) Anfra-

gen gelernt werden.

Beweis: Der folgende Algorithmus beruht auf dem Mengensystem aus Satz
4.6. Dort wird gezeigt, daf fiir £ < 2 und m = [log ()] +2 Mengen T; C [n]
existieren, so daf} fiir jede Menge S C [n] mit 1 < |S| < x mindestens ein
Index i existiert mit |5 N 7;| # 0modg. Ich identifiziere die Menge S mit
der Auswahl der wesentlichen Variablen K und s mit k.

Im folgenden Algorithmus bezeichnet GG' die Menge der bereits bekannten
wesentlichen Variablen. Fs werden Mengen M; verwendet, die aus T; durch
Entfernen von wesentlichen Variablen entstehen. Fiir einen Index maaze gilt
stets, dafB fiir jedes ¢ < mazt die Anfrage M; eine Null liefern wiirde und
fiir jedes j > maxt die Menge M; noch nie gefragt wurde. Der Index maxt
wiachst im Verlauf des Algorithmus.

Der Algorithmus stoppt, sobald |G| = k gilt, also alle wesentlichen Variablen
gefunden sind.

Algorithmus 4.8:

1. mazi =1
G=10
YVi=1...m:M; =T,

2. Falls ein j < mazi existiert mit |M; N G| # 0mod ¢:

o l=¢q—(|M; NG| modyq)

o Bestimme mit bindrer Suche eine wesentliche Variable z € M;\ G
G=GU{z}

o Wiederhole den letzten Schritt, bis genau [ wesentliche Variablen
gefunden wurden

o M; = M; \G
e weiter bei Schritt 2
3. Mmaaci = Mmaaci \ G
4. Frage M 004
Falls die Antwort Null ist:

o maxt = maxit+ 1

e weiter bei Schritt 3
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5. Bestimme mit binfrer Suche eine wesentliche Variable © € M., ..
G=GUA{z}
weiter bei Schritt 2

Bevor ich die Korrektheit und die Laufzeit untersuche, méchte ich die Ar-
beitsweise des Algorithmus in einem Beispiel veranschaulichen. Sei dazu
q=3,T ={ab,e.de, f}, Ty ={a,be,d, h,i jk1} und T5 = {b,c,d,e}.
Ich nehme an, daf} dies alles wesentliche Variablen sind, da unwesentliche
Variablen das Verhalten des Algorithmus nicht beeinflussen. Zu Beginn gilt
mazt = 1 und M; = T, fir alle ¢. Die Menge M; wird angefragt und lie-
fert eine Null. Der Zihler maxi wird auf 2 erhtht und M, angefragt. Auch
hier ist die Antwort Null, maazt wird erneut erhéht. Da die Anfrage M; eine
Eins liefert, kann der Algorithmus mit einer bindren Suche eine wesentliche
Variable in M3 identifizieren, z. B. b, und in G eingefiigen. Anschlieflend be-
stimmt der Algorithmus, wie grof§ der Schnitt von G und M; ist. Dieser ist
einelementig. Da die Anfrage M; eine Null liefert, miissen noch mindestens
zwei weitere wesentliche Variablen in dieser Menge liegen. Mit bindrer Suche
werden die Variablen @ und ¢ identifiziert und in G eingefiigt. Die Variablen
a,b,c werden aus My entfernt. Anschlieflend wiirde die neue Menge My wie-
der eine Null als Antwort erzeugen, wenn sie als Anfrage gestellt wiirde.
Jetzt bestimmt der Algorithmus den Durchschnitt von G und Ms. Dieser ist
dreielementig, also trifft die Bedingung in Schritt 2 nicht zu. In My kénnen
im Moment keine Variablen identifiziert werden.

Der Algorithmus entfernt alle Variablen aus M3, die in G liegen. Dies sind
b und c. Die neue Menge M3 wird als Anfrage gestellt und liefert eine Eins.
Mit einer bindren Suche wird d als wesentlich identifiziert und in G ein-
gefiigt. Anschliefend beginnt erneut die Untersuchung von Mj. Auf diese
Weise fahrt der Algorithmus fort, bis die Anfrage M3 eine Null liefert. Dann
wird mazt erhoht und M,y gefragt. Sukzessive werden so alle wesentlichen
Variablen gelernt.

Korrektheit:

Die Menge G enthilt stets alle bereits gefundenen wesentlichen Variablen.
Um die Korrektheit nachzuweisen, zeige ich, dafy der Algorithmus eine wei-
tere wesentliche Variable findet, solange |G| < k gilt.

Wenn von einer Menge A bekannt ist, daBl sie eine Fins liefert, kann mit
einer bindren Suche eine wesentliche Variable in A bestimmt werden. Dazu
wird A halbiert und beide Hilften werden angefragt. Mindestens eine der
beiden Héilften muf} eine Eins liefern, da die Anzahl wesentlicher Variablen
in A nicht durch ¢ teilbar ist und dies auch fiir mindestens eine Hilfte gelten
muf.

Wenn eine Anfrage B eine Null liefert und ¢ wesentliche Variablen aus B
bekannt sind, so kénnen weitere (¢ — ¢) mod ¢ wesentliche Variablen in B
mit bindrer Suche gefunden werden.
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Ich zeige nun, daf fiir jedes 7 < maxzt die Anfrage M; eine Null liefern
wiirde. Am Anfang ist diese Aussage korrekt, da kein ¢ < mazt existiert.
Im Verlauf des Algorithmus kann sich der Wahrheitsgehalt dieser Aussage
nur dann dndern, wenn maxzi steigt oder eine Menge M; mit j < maxt
verdndert wird. Der Index max? steigt nur in Schritt 4 und nur dann, wenn
M azi eine Null liefert. Wenn vorher fiir alle ¢ < maxi die Anfragen M; eine
Null geliefert haben, so stimmt dies auch nach Schritt 4 noch. Nur in Schritt
2 wird eine Menge M; mit j < maxt verdndert. Wenn M; eine Null liefert,
muf} auch das neue M; = M; \ G eine Null liefern, da nach den binéren
Suchen die Anzahl der wesentlichen Variablen aus M;, die in G liegen, ein
Vielfaches von g ist.

Wenn in Schritt 2 ein Index j < maxt existiert, so daf |M; N G| Z 0mod g
gilt, so muf} die Anfrage M; \ G eine Eins liefern. Das liegt daran, dafi M;
als Anfrage eine Null liefern wiirde. Daher kann die Anzahl wesentlicher
Variablen in M; \ G kein Vielfaches von ¢ sein. Also kénnen wesentliche
Variablen in M; gefunden werden und es reicht fiir die Korrektheit zu zeigen,
daf folgende Aussage gilt:

(¥) Solange |G| < k gilt, gibt es ein jo < mazi mit |[M;, NG| # 0modg
oder es existiert ein ig > maxi, so daff die Anfrage M;, \ G eine Eins
liefert, und der Algorithmus findet ein geeignetes jg oder 2.

Ich zeige zunidchst zwei Hilfsaussagen:

(H1) Sei K die (unbekannte) Menge der k wesentlichen Variablen. Solange

|G| < k gilt, gibt es mindestens einen Index v € {1,...,m}, so daf}
(T, \ G)N K| # 0mod ¢ gilt, d. h. die Anfrage T, \ G wiirde eine Fins
liefern.

Beweis: Es gilt
(G\NG)NK =T;Nn(K\G)

fiir jedes ¢ € [m]. Die Menge K \ G enthélt genau die noch nicht ge-
fundenen wesentlichen Variablen. Solange |G| < k gilt, ist diese Menge
mindestens einelementig, also folgt die Behauptung direkt aus der Fi-
genschaft des Mengensystems T7,...,7T,, aus Satz 4.6.

(H2) Wenn ein j < maxi existiert, so daB T} \ G eine Eins liefert, so gilt
|M; NG| # 0mod g

Beweis: Sei j < mazi so, daBi T; \ G eine Eins liefert. Da M; aus
T; durch Entfernen der wesentlichen Variablen aus ' entsteht, gilt
T;\ G = M; \ G. Daher liefert auch M; \ G als Anfrage eine Eins. Da
J < maz? gilt, liefert die Anfrage M; eine Null. Also muB} |[M; NG| #
0 mod ¢ gelten.
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Ich beweise nun die Aussage V. Zu Beginn des Algorithmus gilt M; = T;
fiir alle i, maxzi = 1 und G = (. Wegen der Eigenschaft des Mengensystems
Ty,...,T, gibt es mindestens ein ¢, so daB M; \ G eine Eins liefert. Im
Verlauf des Algorithmus wird G stédndig vergrofiert. Jedesmal, wenn sich &
andert, wird danach Schritt 2 solange ausgefiihrt, bis |M; N G| = 0mod ¢
fiir alle 7 < maai gilt. Solange also noch ein jy < maxi existiert mit |M;, N
G| # 0mod ¢, wird dieses auch gefunden. Was passiert, wenn kein solches
Jo < maxt existiert? Dann gibt es nach der zweiten Hilfsaussage auch keine
Menge T}, mit jo < maxi, so daB T, \ G eine Eins liefert. Also mufl wegen
der ersten Hilfsaussage ein ¢ > maaxi existieren, so dafl T3\ G eine Eins liefert.
Sei {g > mazi minimal, so daf T}, \ G eine Eins liefert. Da die Bedingung von
Schritt 2 aus dem Algorithmus nicht erfiillt ist, wird solange maxzt¢ erhéht,
bis maxi = ig gilt. Dann liefert die Anfrage M;, \ G eine Eins.

Laufzeit:

Jede Menge M; hat hochstens n Variablen, eine bindre Suche bendétigt also
O(logn) Anfragen. Mit jeder bindren Suche wird eine wesentliche Variable
gefunden, insgesamt bendtigen diese Suchen also héchstens O(klogn) An-
fragen.

Aufler in den bindren Suchen werden nur in Schritt 4 Anfragen gestellt.
Dort wird M,,,q,; gefragt. Nach jeder Anfrage wird entweder eine wesentliche
Variable gefunden oder der Zihler max: um Eins erhoht. Da es genau k
wesentliche Variablen gibt, der Z&hler mazt nie vermindert wird und stets
maxt < m gilt, werden im Schritt 4 hochstens k + m Anfragen gestellt. [

Der obige Algorithmus verwendet die Mengen T; aus dem Mengensystem
Ty,...,T, als Anfragen, um MOD,(k) fir & < % zu lernen. Aus Satz 4.6
ist bekannt, daf} solche Mengen existieren. Solche Systeme kénnen konstru-
iert werden, ohne Anfragen zu stellen. Allerdings kann der Aufwand fiir die
Konstruktion der Mengen 17, ... ,T,, sehr grofy sein, zumindest ist mir kein
schnelles Verfahren hierfiir bekannt. Der Aufwand, um diesen Algorithmus
tatsdchlich durchzufiihren, ist also méglicherweise sehr grof, auch wenn die
Anzahl der Anfragen, die der Algorithmus stellt, nur klein ist.

Fir & = O(n'™) ist Algorithmus 4.8 bereits asymptotisch optimal (vgl.
Lemma B.6). Fiir k nahe bei % ist der in n lineare Algorithmus aus Satz
4.5 asymptotisch optimal. Es bleibt der Fall offen, dafi £ < % gilt und £
nicht sehr klein ist. Dies kann dadurch ausgedriickt werden, dafi k(n) = %
gilt fiir eine Funktion A, die nicht zu schnell gegen Unendlich strebt. Dies
kann z.B. h(n) = logn sein. Da die Funktion h von n abhingt, ist auch k
somit eine Funktion von n. Ich werde im Folgenden stets annehmen, daf der

Term % ganzzahlig ist. Dies ist keine wesentliche Finschrinkung an die

Funktion h(n).

In [24] wird fiir eine analoge Situation fiir Parity-Funktionen ein asympto-
tisch optimaler Algorithmus angegeben. Ich werde diesen Ansatz verallge-
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Abbildung 4.2: Beispiel einer unimodalen Funktion

meinern und zeigen, daf es fiir solche k(n) ein System von , kleinen* Mengen
T1,...,T,, gibt, mit dem &hnlich wie im obigen Algorithmus einige wesentli-
che Variablen gelernt werden kénnen. Mit mehreren solcher Mengensysteme
kann anschlieend ein effizienter Algorithmus fiir MOD,(k) konstruiert wer-
den.

Sei k(n) = % fiir eine geeignete Funktion h. Ich zeige zun&chst, daf} fiir

eine zufillige Menge R mit genau h(n)? Elementen die Wahrscheinlichkeit,
dafl die Anzahl der wesentlichen Variablen in R ein Vielfaches von g ist,
héchstens % betragt. Hiermit kann anschlieflend die Existenz eines geeig-
neten Mengensystems nachgewiesen werden. Die folgenden Aussagen gebe
ich fiir beliebige Objekte an, das sie sowohl fiir wesentliche als auch fiir
unwesentliche Variablen verwendet werden sollen.

In dem Beweis werden unimodale Funktionen verwendet. Diese sind zunéchst
monoton steigend und anschlieBend monoton fallend.

Definition 4.9: Unimodale Funktion

Seim € IN, M ={0,...,m} und f: M — IR. Die Funktion f
heifit unimodal, wenn es ein [* € M gibt, so dafs gilt:

o Fiir jedesl € M mit 1 < 1I* gilt f(I) < f(I+1).
o Fiir jedesl € M mit I* <l—1 gilt f(I1-1)> f(l).

Satz 4.10: Wahrscheinlichkeitsabschatzung

Sei h i IN — IN eine Funktion, die gegen Unendlich strebt. Fiir
jedes € > 0 und jedes ¢ > 0 gelte h(n) < cn fir n € IN grofs
genug.

Sei S C [n] mit h(Z)Q < |5] < % Sei R C [n] eine zufillige
Menge mit |R| = h(n)?.
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Dann gilt fiir n groff genug P(|S N R| =0modgq) < .

Beweis: Ich betrachte im Folgenden stets Aussagen iiber den Durchschnitt
von S und R und schreibe P(I) statt P(|SNR| =1), P(= \) statt P(|SNR| =
Amod¢q) und P(# \) entsprechend.

Die Gréflen von S und R héngen von n ab. Sei s(n) = || und r(n) = |R|.
Fiir grofles n gilt dann

da andernfalls h(n) > ni gelten wiirde im Widerspruch zur Voraussetzung.

Ich zeige folgende Aussagen:

(A1) Fir 0 <1< r(n) gilt

(A2) Die Verteilung P ist unimodal und nimmt den Maximalwert bei

*(n) = V(n)s(n) + r(n) —I;s(n) —n— 1J 41
n+
(A3) Es‘gilt

(A4) Fiir geniigend grofles n gilt

Pr(n) +1)
P(l(n))

>

E

(A5) Fiir geniigend groBes n gilt fiir jedes I € {0,...,r(n)}: P(I) < 3
(A6) Fiir geniigend grofles n gilt

_ L+ PU())

9

Aus der letzten Aussage folgt direkt die Behauptung.

zu Al:



64 KAPITEL 4. MODULO-FUNKTIONEN

Die Zufallsvariable [ ist hypergeometrisch verteilt (vgl. [23, S. 139]). Fiir
festes [ € {0,...,r(n)} gilt

zu A2:
Ich betrachte in diesem Teil einen festen Wert n und schreibe im Folgenden
r und s statt 7(n) und s(n).

Py < P(I+1)

DG _ ()55
Um0
— ri(n —r)! ri(n—r)!

l!(r—l)!(s—l)!(n—r—s—l—l)!S I+ r=1+D(s=1-DWn—r—s+1+1)
= (l+)n-—r—s+Il+1)<(r=0(s—1)
<:>nl—7‘l—sl—|—lz—|—l—|—n—r—s—|—l—|—1§7‘5—7‘l—sl—|—12
<= npl+20<rs+r+s—n—-1
rs+r+s—n—1
n+ 2
Analog 148t sich

«— [ <

rs+r+s—mn-—1
n+ 2

Py P(l+1) < 1>

zeigen.
Sei
P (n) = V(n)s(n) +7r(n)+s(n)—n-— 1J 1
n-+ 2
Fiir ganzzahliges [ < [*(n) gilt { < [*(n) — 1 und somit P(I) < P(I+ 1).
Fir [ > I*(n) gilt P(1) > P(l+1).
Also ist P unimodal. Es gilt 1 < *(n) < r(n).

zu A3:

Fiir n — oo konvergieren - ﬁﬁl und %-IT% gegen Null. Hiermit folgt

() = r(n)s(n)+ 7‘(:1—; s(n)—n— 1J 1
r(n)s(n)  r(n) s(n) on 1
n+2 n+2 n+2 n+2 n+2

— %MM—HOJH: Vi
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zu Ad:
Auch in diesem Teil werde ich fiir die folgenden Ungleichungen r,s und [*
statt r(n),s(n) bzw. [*(n) verwenden.

P(l*4+1) > 1
P(I) 4
() 1
= o
rin — ) =) s =) n—r—s+1*)! 1
A s )in—r—stlF+ Orn—r) =1

(r=10")(s =1
AN eI S p——— L

<:>rs—7‘l*—sl*—|—(l*)22%(nl*—rl*—sl*—l—(l*)2+l*+n—r—s+l*+1)
2 n 1

1
_1*2 _l* - -
4( ) +4 +4+4

)
1
4

1 1
= rs+ (l*)2 + Z(H* +sl*+r4s)>rl"+ sl + an* +

Ab hier verwende ich wieder die Parameter-Schreibweise, da nun n geeignet
gewdhlt werden soll, damit die letzte Ungleichung zutrifft.

Der linke Teil der Ungleichung **ist gréfer als 7(n)s(n), da alle Summanden
positiv sind. Fiir geniigend grofles n gilt

1<l*(n) <r(n) < 171_0 und s(n) < 171_0
Hiermit folgt

4mm+4qm+z()+2+ﬁg) n

Durch Multiplikation mit @ ergibt sich, dafl der rechte Teil der Unglei-

chung ** kleiner als
1 1
an*(n) + an*(n) + %
ist. Dies kann wegen [*(n) > 1 weiter durch 3nl*(n) abgeschitzt werden.

Fiir grofles n konvergiert [*(n) gegen V(nzﬁbﬂJ Fiir geniigend grofles n gilt
4 r(n)s(n)J
- — | ——
() < 5|

und die rechte Seite der obigen Ungleichung ** ist insbesondere kleiner als
r(n)s(n). Daher gilt fiir geniigend grofies n die Abschédtzung

PF(n)+1) _ 1
PU-(n)) =1

also

Kk
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zu Ab:
Nach Aussage A4 gilt

P(r(m)+ 1)
P(I(n))

>

R

wenn n grof} genug ist. Auflerdem gilt P(I*(n)+4 1)+ P(I*(n)) < 1. Hieraus
folgt

Da die Funktion P in [*(n) ihr Maximum fiir ganzzahlige Parameter an-
nimmt, gilt P(l) < P({*(n)) fiir n grof genug und alle [ € {0,...,7(n)}.

zu A6:

Sei n geniigend groB, so daf P({) < 2 fiir jedes [ € {0,...,7(n)} zutrifft. In
den folgenden Abschdtzungen betrachte ich einen festen Wert n und schreibe
r,a,b,c,d, l* statt r(n),a(n),b(n),c(n),d(n), *(n).

Sei r = ag+ b und I* = ¢q + d mit a,c € INg und 0 < b,d < ¢. Dann gilt
a > ¢ und

P(=0) = iP(iq)
a—1g-1 b
P#0) = > > Plig+j)+_ Plag+i)

Um zu zeigen, daf P(=0) <1 — (P(=0)— P(cq)) gilt, schitze ich P(=0)
geeignet ab. Hierbei verwende ich:

e Wenn fiir beliebiges ¢ alle P(ig+7) mit 1 < j < ¢—1 summiert werden,
so kann dies nach unten durch P(i¢+ 1)+ P(ig+ (¢— 1)) abgeschitzt
werden.

o Nach Aussage A2 ist die Funktion P unimodal. Daraus folgt fiir ¢+ <
c¢—1 die Abschitzung P(ig+1) > P(ig) und fiir ¢ > ¢ die Ungleichung
P((i+1)a—1) > P((i + D).
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Also gilt

M

Plig+ 1)+ P(ig+q—1))

1= 0

(§P (ig+ 1) —I-aZ:lP z—l—l)q—l))

=0 i=c

1— (Z_: P(iq) + Z_: P((i+ 1)q))

;=0 i=c

c—1
= 1- P(iq) + Z
=0 1=c+1

= 1-(P(=0) - Pcg)

IN

IN

Da P(cq) < P(I*) gilt, ergibt sich

1+ P(I")
2

Mit der Abschitzung P(I*) < % aus Aussage A5 folgt P(=0) < 3.

P(=0)<

O

Ich verwende den obigen Satz, um einen weiteren Algorithmus fiir MOD, (k)
mit £ < % zu beschreiben. Dieser verlduft &hnlich wie Algorithmus 4.8,
verwendet allerdings mehrere geeignete Mengensysteme nacheinander, um
alle wesentlichen Variablen zu lernen.

Die Anzahl der wesentlichen Variablen ist im folgenden Satz von n abhingig.
Ich verwende die Schreibweise & statt k(n) und k; statt k;(n). Im folgenden
Beweis werden Terme der Form 2 h( 7 vorkommen. Diese sind im Allgemeinen
nicht ganzzahlig. Ich verzichte darauf, die Gaufiklammern stets anzugeben,
da sich hierdurch keine wesentlichen Anderungen in den Rechnungen erge-

ben.

Satz 4.11: Algorithmus fiir MOD,(k) fir kleines k

Sei h i IN — IN eine Funktion, die gegen Unendlich strebt. Fiir
jedes € > 0 und jedes ¢ > 0 gelte h(n) < en® fiir n grof§ genug.

Sez’k:%undf&ﬁkﬁ%.

Dann kann die Klasse MODy(k) mit O (klog %) Anfragen gelernt
werden.
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Beweis: Ich zeige zunichst, wie alle bis auf W wesentlichen Variablen

= [0 (1)) +7

In Satz 4.10 wird gezeigt, daf fiir S C [n] mit

gelernt werden kénnen.

Sei

R <151 a

und zufilliges R C [n] mit |R| = h(n)? die Abschiitzung

P(ISN R| = 0modg) < 19—0
gilt. Mengen R, fiir die |S N R| = 0 mod ¢ gilt, sollen ,,schlecht fiir 5 heiflen.
Also gilt P(R ist schlecht fiir §) < -%. Ich identifiziere S mit der Auswahl
K der wesentlichen Variablen und s mit k.

Die Wahrscheinlichkeit, daf§ m zufillige Mengen alle schlecht fiir eine Menge

K von wesentlichen Variablen sind, ist also héchstens (35)™.
Sei Rq,...,R,, eine Auswahl von m zufilligen Mengen geeigneter Gréfle.

Wie in Lemma B.2 gezeigt wird, gibt es fiir & < £ hochstens 2(}) verschie-
dene Moglichkeiten, die Menge S zu wihlen. Also ist die Wahrscheinlichkeit,
dafl mindestens eine Menge S existiert, fiir die alle Mengen R; schlecht sind,
héchstens 2(}) - (+5)™. Es gilt fiir beliebiges A und B die Formel

Alog B _ Blog A

Dies wird in Lemma B.12 gezeigt. AuBerdem gilt 2(3%5)" < 1 und 1 +
7log % < 0. Dies wird in den folgenden Abschdtzungen verwendet.

Q(Z) ‘ (19_0)m - Q(Z) ‘ <%) [7log ()] +7
. Q(Z) ‘ <%)7log(z)+7
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Also existiert ein System von Mengen Ti,.. T C [n] der GréBe h(n)?, so
daB fiir jede Menge S C [n] mit " ) mindestens ein 1 <7< m
existiert, so daB [S N T;| # Omodq gllt

Ahnlich wie in Algorithmus 4.8 kann das Mengensystem T, ..., T, verwen-
det werden, um wesentliche Variablen in [n] zu lernen Der Algorithmus wird

so modifiziert, daf} er stoppt, sobald nur noch ( h)? unbekannte wesentliche
Variablen verbleiben. Hierfiir werden

m+ O(klog |T3]) = O (log (Z)) +O(klog h(n)?)

Anfragen gestellt.
Im Folgenden betrachte ich nur die Menge der noch nicht identifizierten Va-

riablen. Hierin liegen k4 = h(”T)Q wesentliche Variablen. Analog wie oben

kann fir my; = [ﬂog (”)w + 7 ein Mengensystem Tt ..., T konstru-

? m1
iert werden, mit dessen Hilfe alle bis auf ( E wesentliche Variablen mit
O(log (1)) 4 O(k1log h(n )?) Anfragen gelernt werden koénnen. Dieses Vor-
gehen wird solange fortgesetzt, bis alle wesentlichen Variablen bis auf eine
identifiziert sind,. Die letzte wesentliche Variable wird mit bindrer Suche
identifiziert. Es gilt o

5= @

Fiir die Laufzeitanalyse bestimme ich zunéchst, wieviele Anfragen die Men-
gen T7 direkt verursachen. Dies sind

oo (1)) <0 (i (1)) 0 (1)) +--
- 0 (klog%—l—kllog;—l + kylog T )
=0 (h(nn) o % © e o8 h(Z)2 * e 8 h(g)4 " )
= 0 (hnn) log h(n)(1 + h(Qn) n h(i)iﬁ n h(i)7 +.. ))
_ 0 ( h("n) log h(n))
- 0 (k log %)

Hierbei wurde verwendet, dafl h( ) > 2 fiir n geniigend grof gilt und insbe-
sondere die Reihe 1 + h(z) + h( By + h( 7 4 ... durch eine Konstante nach
oben beschrankt ist.
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Die Anzahl Anfragen in den bindren Suchen ist

0 (klogh(n)?) + O (krlog h(n)*) + O (kalog h(n)®) + ...

= 0 (ﬁlog h(n)? + ﬁbg h(n)* + ﬁlog h(n)® + .. )
= 0 (ﬁlog h(n)(2 + h(4n) + h(i)3 + h(f)? + .. .))
= 0 ( h(”n) log h(n))
- 0 (k log %)
Insgesamt werden also O(klog %) Anfragen gestellt. O

Im folgenden Satz fasse ich die Ergebnisse fiir die Klasse MOD, (k) mit k < %
zusammen und zeige, daf} hierfiir bereits asymptotisch optimale Algorithmen
bekannt sind.

Satz 4.12: Algorithmus fiir MOD,(k) mit k < 5

Sei k < %. Dann gibt es einen Algorithmus, der die Klasse
MOD, (k) mit O(klog %) Anfragen lernt. Dies ist asymptotisch

optimal.

Beweis: Falls &k = Q(n) gilt, so ist der lineare Algorithmus aus Satz 4.5
bereits asymptotisch optimal, da die untere Schranke klog 7 dann ebenfalls
linear in n ist.

Sei k = O(n!=¢) fiir ein € > 0. Der Algorithmus 4.8 lernt die Klasse MOD, (k)
mit O(log () + klogn) Anfragen. In Lemma B.6 wird gezeigt, daB fiir k =
O(n'~¢) die Abschitzung klogn = O(klog %) gilt. Also gilt in diesem Fall
die Behauptung.

Wenn k nicht von der Form O(n'~¢) fiir irgendein € > 0 ist und k& = Q(n)
ebenfalls nicht zutrifft, kann &k in der Form k(n) = h(Ln fiir eine Funktion
h:IN — IN geschrieben werden. Die Funktion h strebt dafjei gegen Unendlich
und ist, fiir n grof} genug, kleiner als c¢n® fiir beliebiges ¢ > 0 und € > 0.
Daher folgt die Behauptung direkt aus Satz 4.11. O

4.2 Ein Algorithmus fiir MOD,(k) mit k > 2* und
¢ = O(log (i)

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie fiir & < % die Klasse MOD, (k) fiir
beliebigen Modulus ¢ gelernt werden kann. Hierfiir wurde unter anderem
verwendet, daf§ ein nicht zu grofles Mengensystem T3, ...,T,, existiert, so
dafl ein Algorithmus stets in einer dieser Mengen mit bindrer Suche eine
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wesentliche Variable finden kann, solange nicht alle Variablen identifiziert
sind.

Ich betrachte nun den Fall, daf k£ > %” gilt. Dann ist ¥’ = n — k die Anzahl
der unwesentlichen Variablen. Die Idee ist, dhnlich wie im letzten Abschnitt
mit bindren Suchen auf einem geeigneten Mengensystem alle unwesentlichen
Variablen zu identifizieren. Dabei ergeben sich einige Unterschiede zwischen
der bindren Suche nach wesentlichen bzw. unwesentlichen Variablen, die ich
im Folgenden kurz darstellen werde:

e Fine Anfrage A liefert genau dann eine Eins, wenn die Anzahl der
wesentlichen Variablen kein Vielfaches von ¢ ist. Um eine dhnliche
Aussage iiber die Anzahl der unwesentlichen Variablen in einer An-
frage B zu erhalten, mufy die Gréfle von B ein Vielfaches von ¢ sein.
Dann liefert die Anfrage B genau dann eine Fins, wenn die Anzahl der
unwesentlichen Variablen in B kein Vielfaches von g ist.

o Wenn eine Menge A weniger als g Elemente enthilt und eine Eins lie-
fert, dann ist darunter mindestens eine wesentliche Variable. Daraus
148t sich keine analoge Aussage iiber die Anzahl der unwesentlichen
Variablen in A ableiten. Um festzustellen, ob A mindestens eine un-
wesentliche Variable enthélt, kann die Menge mit wesentlichen Varia-
blen zu einer g¢-elementigen Anfrage aufgefiillt werden. Diese liefert
genau dann eine Fins, wenn A mindestens eine unwesentliche Variable
enthélt. Fiir eine bindre Suche auf kleinen Mengen ist es also scheinbar
notwendig, ausreichend viele wesentliche Variablen zu kennen.

o Wenn in einer Menge A eine wesentliche Variable z identifiziert wurde,
so kann x aus A entfernt werden. Anschlieflend kann direkt an der
Antwort auf die Anfrage A\ {2} festgestellt werden, ob in A weitere
wesentliche Variablen liegen.

Wenn y hingegen eine unwesentliche Variable aus A ist, so stimmen
die Antworten auf die Anfragen A und A\ {y} immer iiberein. Daher
ist es sinnvoll, die Variable y durch eine wesentliche Variable z zu
ersetzen. Dann &ndert sich die Grofle von A nicht, aber gegebenenfalls
die Antwort auf die neue Anfrage A. Hieran kann man erkennen, ob
in A weitere unwesentliche Variablen liegen.

Im folgenden Satz wird gezeigt, daf ein Algorithmus existiert, der fiir &’ <
£ die Klasse MOD,(k) mit O(q + k'logn + log (;,)) Anfragen lernt. Der
Beweis verlduft weitgehend analog zum Beweis von Satz 4.7. Allerdings
werden hier zunichst hinreichend viele wesentliche Variablen mit linearer
Suche bestimmt, um spiter bindre Suchen nach unwesentlichen Variablen
durchfiithren zu kénnen.
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Satz 4.13: Algorithmus fiir MOD,(k) fur grofles k

Seik =n— k" mit k' < 5. Dann kann die Klasse MODy(k) mit
O(q + K logn +log (%)) Anfragen gelernt werden.

Beweis: Mit einelementigen Anfragen kénnen k' 4 ¢ wesentliche Variablen
Y1,y und zq,..., 2, bestimmt werden. Dies bendtigt hochstens 2k’ 4 ¢
Anfragen, da es nur &’ unwesentliche Variablen gibt.

Die y; werden spiter verwendet, um in einer Menge, in der eine unwe-
sentliche Variable z gefunden wurde, diese durch eine wesentliche zu er-
setzen. Dadurch dndert sich die Gréfie der Menge nicht. Mit den z; werden
Dummymengen Dy,...,D,_q gebildet mit D; := {z,..., 2,1}, mit de-
nen bei bindren Suchen auf Mengen mit weniger als ¢ Variablen diese zu
g-elementigen Mengen aufgefiillt werden. Eine Menge D; enthilt genau ¢ — !
wesentliche Variablen.

Ich gehe im Folgenden davon aus, daf} die wesentlichen Variablen yq, ..., yg
und 2,...,2, bekannt sind und aus der Menge der Variablen, die weiter
betrachtet werden, bereits entfernt wurden und die Grofle von n angepafit
wurde.

Ich gebe zunidchst einen einfachen Algorithmus an, der auf Mengen A C [n]
arbeitet, die als Anfrage eine Antwort Eins erzeugen und entweder weni-
ger als g oder ein Vielfaches von ¢ Variablen enthalten. Mit bindrer Suche
kann in solchen Mengen mit O(log |A|) Anfragen eine unwesentliche Variable
identifiziert werden.

Der Algorithmus arbeitet nur auf Mengen, in denen mindestens eine unwe-
sentliche Variable liegt. Sobald eine solche Menge einelementig ist, ist die
entsprechende Variable also unwesentlich.

Falls |A| = ¢qg mit ¢ > 2 gilt, wird A in zwei etwa gleichgrofie Mengen B und
C' aufgeteilt, die [ ] ¢ bzw. [£] ¢ Elemente enthalten. Wenn die Menge B als
Anfrage eine Eins liefert, sucht der Algorithmus in B weiter, andernfalls in C'.
Sobald A héchstens ¢ Variablen enthilt, wird A ebenfalls in entsprechende
Mengen B und (' aufgeteilt. Nun wird jedoch die Anfrage B U D|p| gestellt,
die genau dann eine Eins liefert, wenn in B mindestens eine unwesentliche
Variable liegt. Abhdngig von der Antwort auf diese Anfrage wird in B oder
C' weitergesucht.

Algorithmus 4.14:

1. Falls |A] = 1 gilt, so enthdlt A genau eine unwesentliche Variable.
STOP.

2. Sei |A| =cqg+r mit ¢ € INg und 0 <7 < ¢.
Falls ¢ > 2,7 = 0:

¢ Sei A= BUC mit |B| = [£]qund |C] = [%] ¢
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¢ Frage B
e Falls die Antwort Eins ist, wird in B rekursiv weitergesucht, an-
dernfalls in C'
Falls ¢ < 1:

o Sei A=BUCmit |B] = |G| und €] = |4]
o lrage BU Dp
e Falls die Antwort Eins ist, wird in B rekursiv weitergesucht, an-

dernfalls in

Ich werde diese bindre Suche in einem Algorithmus verwenden, der sukzessive
alle unwesentlichen Variablen lernt. Dazu wird ein System von m Mengen
Ty,..., T, mit m = [log (},)] +2 verwendet, so daB fiir jede Menge K’ C [n]
mit 1 < |K’| <k mindestens ein Index i existiert mit |K' N T;| £ 0 mod q.
Die Existenz eines solchen Systems wird in Satz 4.6 fiir &' < % gezeigt.
Der Algorithmus ist im Wesentlichen analog zu Algorithmus 4.8 aus dem
Beweis von Satz 4.7.

Algorithmus 4.15:

1. mazi =1
G=10
YVi=1l...m:M; =T,

2. Falls ein j < maz? existiert mit |M; NG| # 0mod ¢:

Setze | = ¢—(|M; NG| mod ¢) und wiederhole die folgenden vier Punk-
te, bis I = 0 gilt
o Setze A= M; \GU{y1,...,Yy;—1}

e Bestimme mit bindrer Suche eine unwesentliche Variable z € A

o (=GU{a}
o [=1[-1
M; =M \G

weiter bei Schritt 2
3. Mmaaci = Mmaaci \ G

4. Sei |M,,4zi] = cq+ 7 fiir ¢ € INg und 0 <7 < ¢
Falls 7 > 0 gilt:

e Sei B C M, beliebig mit |B| = r



74 KAPITEL 4. MODULO-FUNKTIONEN

e lrage BU Dp

Falls die Antwort Null ist:
= Miazi = Moz \ B
— weiter bei Schritt 4

Falls die Antwort Eins ist:
— Identifiziere eine unwesentliche Variable z € B mit bindrer

Suche

- G=GU{z}
— weiter bei Schritt 2

Falls r = 0 gilt:

o Frage M, 40
Falls die Antwort Null ist:

— maxt = maxt + 1
— weiter bei Schritt 3
Falls die Antwort Eins ist:

— Bestimme mit bindrer Suche eine unwesentliche Variable z €
Mmaaci

- G=GU{z}
— weiter bei Schritt 2

Korrektheit:

Ich verzichte an dieser Stelle auf einen vollstdndigen Korrektheitsbeweis, da
dieser in weiten Teilen analog zum Beweis von Satz 4.7 ist, und beschrdnke
mich auf die Unterschiede, die sich aus der Suche nach unwesentlichen Va-
riablen ergeben.

o I'iir alle ¢ < maai gilt stets |M;| = 0mod q.

Beweis: Am Anfang gilt mazi = 1, so dafl die Aussage trivial ist.
Der Index maazt wird nur in Schritt 4 erhéht und nur dann, wenn
| Minazil = 0mod ¢ gilt (und die Anfrage M, q.; eine Null liefert). Traf
die Aussage also vor der Erhéhung von maai auf alle ¢ < maazt zu, so
ist sie auch hinterher weiterhin korrekt.

Eine Menge M; mit j < max: wird nur in Schritt 2 verdndert. Hier
werden aus M; alle unwesentlichen Variablen, die in ' liegen, entfernt.
Dies geschieht genau dann, wenn | = ¢ — (|M; N G| mod q) = 0 gilt.
Dann ist die Anzahl der Variablen, die aus M; entfernt werden, genau
ein Vielfaches von ¢. Da die Gréfle von M; vor dem Entfernen ein
Vielfaches von ¢ ist, trifft dies auch danach noch zu.
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o Jedesmal, wenn eine bindre Suche durchgefiithrt wird, wird eine unwe-
sentliche Variable gefunden.

Beweis: Wenn in Schritt 2 die bindre Suche fiir die Menge A aufgerufen
wird, ist die Grofie von A ein Vielfaches von ¢, da in A genau die g —{
unwesentlichen Variablen aus M;, die in G liegen, durch wesentliche
ersetzt wurden und die Grofie von M; ein Vielfaches von g ist. Solan-
ge | # 0 gilt, ist die Anzahl der unwesentlichen Variablen in A kein
Vielfaches von ¢, so dafl die Voraussetzungen fiir die bindre Suche in
Algorithmus 4.14 erfiillt sind.

In Schritt 4 kann eine bindre Suche fiir die r-elementige Menge B C
Mz aufgerufen werden. Dies geschieht genau dann, wenn die An-
frage B, aufgefiillt auf ¢ Variablen, eine Eins liefert. Da r < ¢ gilt,
kann die bindre Suche in Algorithmus 4.14 eine unwesentliche Variab-
le identifizieren.

Wird in Schritt 4 die bindre Suche fiir die Menge M., .; aufgerufen, so
gilt | M,42i] = 0mod ¢ und die Anfrage M,,,.; liefert eine Fins. Also
kann eine unwesentliche Variable gefunden werden.

o Jede unwesentliche Variable wird hochstens einmal mit einer bindren
Suche gefunden.

Beweis: Sobald eine unwesentliche Variable mit einer bindren Suche
gefunden wurde, wird sie in die Menge G eingefiigt. Vor dem Aufruf
einer bindren Suche fiir eine beliebige Menge X wird jedesmal die
gesamte Menge (G der bisher gefundenen unwesentlichen Variablen aus
X entfernt.

Laufzeit:

Anfragen werden nur in Schritt 2 und Schritt 4 gestellt. In Schritt 2 wird
mit einer bindren Suche mit O(log|A|) Anfragen eine unwesentliche Variable
identifiziert.

Wenn in Schritt 4 die Groéfie von M., ein Vielfaches von ¢ ist, wird die
Anfrage M, q:; gestellt. Fiir jedes maaxi kann diese Anfrage héchstens ein-
mal eine Null liefern, da danach der Index maxi erhéht (und spéter nie
wieder vermindert) wird. Die geschieht im gesamten Algorithmus héchstens
m-mal. Falls die Antwort eine Fins ist, so wird mit einer bindren Suche mit
O(log | M qz:]) Anfragen eine unwesentliche Variable identifiziert.

Wenn in Schritt 4 die Anfrage BU Dp) gestellt wird und eine Fins liefert, so
wird danach mit bindrer Suche mit O(log|B|) Anfragen eine unwesentliche
Variable in B identifiziert. Falls die Anfrage eine Null liefert, so wird B aus
M, 0z entfernt. Anschliefend ist die Grofie von M,,,.; ein Vielfaches von
g und entweder wird mazi erhoht oder mit O(log|M,,qx:|) Anfragen eine
unwesentliche Variable bestimmt.
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Da es genau k' unwesentliche Variablen gibt, werden in dem Algorithmus
hochstens &’ bindre Suchen durchgefiihrt. Fiir jede dieser Suchen werden
O(logn) Anfragen gestellt. Auflerdem werden fiir jeden Wert von maxi
hochstens O(1) weitere Anfragen gestellt. Da maxi stindig erhoht wird und
zwischen 1 und m liegt, sind dies O(m) Anfragen.
Vor Beginn des Algorithmus werden k' 4 ¢ wesentliche Variablen mit linearer
Suche und O(k’' 4+ ¢) Anfragen bestimmt.
Insgesamt stellt der Algorithmus also O(k' + ¢+ m + k’log n) Anfragen. Mit
m = O(log (})) folgt die Behauptung.

O

Die folgenden zwei Sitze sind einfache Ubertragungen der Sitze 4.11 und
4.12 auf den Fall der unwesentlichen Variablen. Die Anzahl der wesentlichen

bzw. unwesentlichen Variablen hingt von n ab. Ich verwende die Schreib-
weise k und k' statt k(n) bzw. k'(n).

Satz 4.16: Algorithmus fiir MOD, (k) fur grofles k

Sei h i IN — IN eine Funktion, die gegen Unendlich strebt. Fiir
jedes € > 0 und jedes ¢ > 0 gelte h(n) < en® fir n grof§ genug.

Sez’k:n—k’,k’:%undf&ﬁk’g%.

Dann kann die Klasse MOD,(k) mit O(q + k'log 17) Anfragen
gelernt werden.

Beweis: Der Beweis verlauft vollkommen analog zum Beweis von Satz 4.11.
Der einzige Unterschied ergibt sich in der Laufzeit, da vor Beginn des ei-
gentlichen Algorithmus O(q 4+ k') Anfragen gestellt werden, um mit linearer
Suche ¢ + k' wesentliche Variablen zu bestimmen. O

Satz 4.17: Algorithmus fiar MOD,(k) mit &' < %, ¢ = O(log (}))

Seik =n—Fk, K <% undqg= 0(log(})). Dann existiert ein
Algorithmus, der die Klasse MODy(k) mit O(log (7)) Anfragen

lernt. Dies ist asymptotisch optimal.

Beweis: Wie im Beweis von Satz 4.12 148t sich zeigen, daf} ein Algorithmus
existiert, der die Klasse MOD,(k) mit O(q + k'log 77) Anfragen lernt. Aus
¢ = O(log (})) folgt die Behauptung. O

Der Term O(q) in der obigen Laufzeit entsteht dadurch, daf die ¢ wesent-
lichen Variablen, die zur Konstruktion der Dummymengen notwendig sind,
mit linearer Suche bestimmt werden. Ob sich solche Dummymengen mit
weniger Anfragen bestimmen lassen, ist mir nicht bekannt.
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4.3 Untere Schranken fiir grofies ¢

In Satz 4.17 wird gezeigt, daB fiir kleines ¢ und k& > 2% ein asymptotisch

3
optimaler Algorithmus existiert. In diesem Abschnitt zeige ich zunichst,
daf} fiir g > %” und £ = ¢ + ¢ mindestens [H_LJ Anfragen notwendig sind,

um MOD,(k) zu lernen. Wenn sich k£ und ¢ nur um eine additive Konstan-
te unterscheiden, ist also ebenfalls ein asymptotisch optimaler Algorithmus
bekannt (vgl. Bemerkung zu Satz 4.5).

Anschliefend untersuche ich, wieviele Anfragen ein Algorithmus, der nur
Anfragen mit héchstens ¢ Variablen verwendet, mindestens stellen muf.

Satz 4.18: Untere Schranke fur MOD,(k) mit k =q+ ¢

Seik = qg+c und g > %” Dann sind mindestens [c—l—ilw Anfragen
notwendig, um MOD,(k) zu lernen.

Beweis: Ich gebe eine Strategie fiir einen Gegenspieler an, die jeden Al-
k
o1
antwortet auf jede Anfrage und benennt zusétzlich geeignete Variablen als

gorithmus zwingt, mindestens [ w Anfragen zu stellen. Der Gegenspieler
wesentlich, so daf} die entsprechende Antwort nie inkonsistent werden kann.
Ich nehme an, dafi ein Algorithmus keine Anfragen stellt, fiir die die Antwort
bereits bekannt ist. Insbesondere werden keine leeren oder n-elementigen
Anfragen gestellt.

Da g > %” gilt, kann eine Anfrage genau dann eine Null erzeugen, wenn sie
keine oder genau ¢ wesentliche Variablen enthilt.

Falls eine Anfrage A weniger als ¢ Variablen enthilt, antwortet der Gegen-
spieler eine Eins und benennt eine Variable in A als wesentlich. Hierdurch
kann die Antwort nie mehr inkonsistent werden.

Eine Anfrage mit genau ¢ Variablen mufi mindestens eine wesentliche Va-
riable enthalten, da es wegen k& > ¢ > %” weniger als ¢ unwesentliche Va-
riablen gibt. Der Gegenspieler antwortet eine Fins und benennt genau ¢+ 1
Variablen aus dem Komplement der Anfrage als wesentlich. Dann enth&lt
die Anfrage hochstens ¢ — 1 wesentliche Variablen und die Antwort kann nie
mehr inkonsistent werden.

Wenn der Algorithmus eine Anfrage A mit ¢ + s Variablen mit 1 < s <
n — k — 1 stellt, so antwortet der Gegenspieler eine Fins und identifiziert
¢+ 1 Variablen im Komplement von A als wesentlich. Dies ist moglich, da
das Komplement von A mindestens n — (¢ +s) >n—(¢g+n—-k—-1) =
k—qg+ 1 = ¢+ 1 Variablen enthilt. Die Antwort Eins ist somit immer
konsistent.

Auf Anfragen A mit n — ¢ Variablen antwortet der Gegenspieler eine Null
und identifiziert im Komplement von A genau ¢ Variablen als wesentlich.
Anfragen mit mehr als n — ¢ Variablen werden nicht gestellt, da fiir solche
Anfragen weniger als ¢ wesentliche Variablen im Komplement liegen und
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somit stets mehr als ¢ wesentliche Variablen in der Anfrage liegen miissen.
Daher wire die Antwort Eins bereits vorher bekannt.
Der Gegenspieler identifiziert fiir jede Anfrage héchstens ¢ + 1 wesentliche
Variablen und liefert keine Informationen iiber die anderen Variablen. Also
muf} der Algorithmus mindestens H_il Anfragen stellen, um alle wesentli-
chen Variablen zu lernen (vgl. Beweis von Satz 5.8).

O

Ich zeige nun, daf} ein Algorithmus, der nur Anfragen mit héchstens ¢ Va-
riablen verwendet, mindestens |[%Z| Anfragen stellen muf, um die Klasse
MOD,(n — k') zu lernen, wenn die Anzahl der unwesentlichen Variablen &’
grofler als 2logn ist und g > %” gilt. FEine Verallgemeinerung auf beliebige
Anfragegréfe ist mir nicht gelungen.

Fiir eine beliebige Folge von Anfragen antwortet ein Gegenspieler auf die
ersten |%| Anfragen stets eine Eins. Ich gebe ein Konstruktionsverfahren
fiir eine Variablenbelegung an, die mit diesen Antworten konsistent ist. In
jeder Anfrage mit weniger als ¢ Variablen wird sofort eine wesentliche Vari-
able identifiziert. Nachdem [%J Anfragen gestellt wurden, werden geeignete
unwesentliche Variablen identifiziert, so daf} in jeder ¢g-elementigen Anfrage
mindestens eine dieser unwesentlichen Variablen liegt. Hierdurch werden alle
bisher gegebenen Antworten konsistent.

Satz 4.19: Untere Schranke fiir MOD,(k) mit Anfragen |A| < ¢

Sei k = n—FK,k > 2logn und ¢ > %” FEin Algorithmus,
der nur Anfragen mit héchstens ¢ Variablen verwendet, benétigt

mindestens | %| Anfragen, um MODy(k) zu lernen.

Beweis: Ich gebe eine Strategie fiir einen Gegenspieler an, die jeden Algo-
rithmus zwingt, mindestens || Anfragen zu stellen. Dabei nehme ich an,
daf} ein Algorithmus keine Anfragen stellt, fiir welche die Antwort bereits
bekannt ist, also z.B. keine leeren Anfragen oder Mengen, die nur aus be-
reits identifizierten wesentlichen Variablen bestehen. Bereits als unwesentlich
identifizierte Variablen kommen in spiteren Anfragen nicht mehr vor. Ich
nehme an, dafi § ganzzahlig ist. Falls n ungerade ist, verlduft der Beweis
analog.

Der Gegenspieler antwortet auf die ersten J Anfragen mit einer Eins. In
Anfragen mit weniger als ¢ Variablen identifiziert er sofort eine Variable als
wesentlich. Nach insgesamt 5 Anfragen legt der Gegenspieler eine Auswahl
K von wesentlichen Variablen fest, die mit allen bisher gegebenen Antworten
konsistent ist.

Ich nehme an, daf} ein Algorithmus r Anfragen mit weniger als ¢ Variablen
und ¢ Anfragen mit genau ¢ Variablen stellt mit r +¢ = 5. Diese Anfragen
kénnen in beliebiger Reihenfolge auftreten. Wenn eine Anfrage A weniger
als ¢ Variablen enthilt, so kann sie nur dann eine Null erzeugen, wenn keine
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wesentliche Variable in A liegt. Da der Gegenspieler in jeder solchen An-
frage sofort eine wesentliche Variable identifiziert und diese in K einfiigt,
kann keine dieser Anfragen inkonsistent werden. Mit diesen Anfragen wer-
den r < % < k wesentliche Variablen identifiziert. Diese werden wéhrend
der ersten 5 Anfragen festgelegt und sind somit bekannt, wenn der Gegen-
spieler anschlieflend eine Auswahl von wesentlichen Variablen bestimmt, die
mit allen Antworten konsistent ist.

Dak>q> %” gilt, kann eine Anfrage A mit genau ¢ Variablen nicht aus-
schliefilich aus unwesentlichen Variablen bestehen. Sie erzeugt genau dann
eine Null, wenn sie nur wesentliche Variablen enthilt. Damit fiir alle ¢-
elementigen Anfragen die Antwort Eins, die der Gegenspieler gegeben hat,
konsistent ist, muf in jeder solchen Anfrage mindestens eine unwesentliche
Variable liegen.

Seien A; fir 1 < 57 < t die g-elementigen Anfragen. Ich nehme zunéchst
an, daf} jedes A; alle 7 bereits bekannten wesentlichen Variablen enthélt.
Wenn eine Anfrage A; nicht alle r bereits bekannten wesentlichen Variablen
enthilt, werden die folgenden Abschitzungen noch besser. Dies wird spiter

untersucht. Ich zeige, daf§
logn—r t+ 1
n—gq

unwesentliche Variablen ausreichen, damit in jedem A; mindestens eine hier-
von liegt. Fine Variable 2 soll frei heiflen, wenn sie noch nicht als wesentlich
oder unwesentlich festgelegt ist. Eine Menge A; heifit offen, solange noch
keine unwesentliche Variable in A; bekannt ist, sonst geschlossen.

Ich gebe ein Verfahren an, das sukzessiv solche freien Variablen ausw&hlt
und als unwesentlich festlegt, die viele Mengen schlieflen. Sei ¢; die Anzahl
von offenen Mengen nach Auswahl von ¢ unwesentlichen Variablen. Dann
gilt to = ¢.

Durch Induktion iiber 7 zeige ich folgende Aussage:

(¥) Nach ¢ Festlegungen von unwesentlichen Variablen sind noch n—r—4
freie Variablen bekannt und es verbleiben #; < t(2=2)' offene Mengen.

IA: ¢+ = 0. Zu Beginn des Verfahrens sind n — r freie Variablen bekannt und
es sind tg = t offene Mengen vorhanden.
IS: ¢ — ¢+ 1. Nach dem ¢-ten Schritt gibt es noch n—r—1 freie Variablen und
t; < t(Z=1)" offene Mengen. Jede dieser Mengen A enthélt genau ¢ Variablen.
Hiervon sind nach Voraussetzung r Variablen wesentlich. Die anderen ¢ — r
Variablen sind frei, da A sonst bereits geschlossen wire. Alle offenen Mengen
zusammen enthalten also ¢;(¢ — r) freie Variablen (mehrfach vorkommende
Variablen werden auch mehrfach gezéhlt). Da es genau n—r —i verschiedene
f;r?ie Yariablen gibt, muf} es eine freie Variable z; geben, die in mindestens
ilg=r

—— — offenen Mengen liegt. Dieses x; wird eine unwesentliche Variable.

Hierdurch werden mindestens
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tilg—r) _ tilg—r1)

n—r—¢ _ n—r

Mengen geschlossen und es bleiben

tilg—r) _,m—q
n—rT Zn—r

tip <1 —

offene Mengen. Mit der Induktionsvoraussetzung folgt ¢;41 < ¢(2=2)"*1 und
es bleiben noch n — r — (7 + 1) freie Variablen.

Nach ¢g = logn—r t Schritten verbleiben noch héchstens
n—gq

offene Mengen. Die letzte offene Menge kann ggf. mit einer weiteren freien
Variablen geschlossen werden.

Ich zeige nun, daf} sich ¢; héchstens verkleinert, wenn die offenen Mengen
auch weniger als r der bereits bekannten wesentlichen Variablen enthalten
kénnen. Der Beweis von ¥ verlduft weitgehend analog mit dem Unterschied,
dafl in einer Menge A;, die weniger als r bekannte wesentliche Variablen
enthilt, mehr als ¢ — r freie Variablen liegen. Also ist die Summe aller frei-
en Variablen in offenen Mengen gréfler als ¢;(¢ — r). Hierdurch werden die
nachfolgenden Ungleichungen héchstens giinstiger und ¢; gegebenenfalls so-
gar kleiner.

Ich habe bisher gezeigt, dafl logn r 1+ 1 unwesentliche Variablen ausreichen,

damit alle Antworten des Gegensplelers konsistent sind. s bleibt zu zeigen,

daB

logn-rt +1 <k
n—gq

gilt. Da t +r = Z gilt, folgt ¢ < 5 und r < 5. Mit ¢ > 2” gilt
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logt

1 n—rt 1 - 1
i T lgn— ) —logn—q) |
logt
10g5—10g§
log t
= B4
log§
< logn—l_l_1
log3 — 1
< log?—l_l_1
2
= 2logn -1
< K

Nach den Festlegungen, die der Gegenspieler bisher getroffen hat, sind alle
bisherigen Antworten konsistent. Insgesamt werden r < 3 < k wesentli-
che und logn-r t + 1 < k' unwesentliche Variablen festgesetzt. Anschliefend
existieren also noch mindestens eine wesentliche und mindestens eine unwe-
sentliche Variable und der Algorithmus mufl noch mindestens eine weitere

Anfrage stellen, um alle Variablen zu lernen. O

Falls Anfragen mit mehr als ¢ Variablen zul&ssig sind, ist mir nur die allge-
meine untere Schranke [log (})] bekannt. Das Problem, eine bessere untere
Schranke zu finden, ist dhnlich schwierig wie bei Anzahl-Funktionen, da fiir
q > % der Wertevektor nur 2 Nullen an der ersten und (¢ 4 1)-ten Position
enthilt. Fiir grofle Anfragen ist die Null am Anfang jedoch irrelevant, so daf§
im Wesentlichen eine Anzahl-Funktion vorliegt.
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Kapitel 5

Anzahl-Funktionen

Eine Anzahl-Funktion der Ordnung p gibt genau dann eine Eins aus, wenn
genau p Einsen in der Eingabe sind. Der Wertevektor einer Anzahl-Funktion
hat die Gestalt v = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die Eins genau in der (p+1)-
ten Koordinate steht. Jede symmetrische Funktion 148t sich als Disjunktion
von Anzahl-Funktionen schreiben, d.h. Anzahl-Funktionen bilden in gewis-
ser Weise eine ,,Basis“ der symmetrischen Funktionen.

In diesem Kapitel untersuche ich Klassen von Anzahl-Funktionen mit k& we-
sentlichen von n Variablen. Hierfiir gebe ich einzelne Resultate an, z. B. zwei
untere Schranken sowie fiir einige sehr spezielle Werte von k und p effiziente
Algorithmen. Auflerdem zeige ich, dafl man Anzahl-Funktionen genau dann
schnell lernen kann, wenn man fiir das Lottospiel Tippsysteme mit weni-
gen Tippreihen kennt, so dafl man garantiert p Richtige hat. Fiir den Fall
p = 1 gebe ich einen Algorithmus an, der Anzahl-Funktionen mit Hilfe von
Pflasterungen lernt.

Definition 5.1: Anzahl-Funktion

Sein € IN und p € INg. Fine Funktion f:4{0,1}" — {0,1} heifit
Anzahl-Funktion p-ter Ordnung, wenn f(z) = 1 genau dann
gilt, wenn |z|y = p, d. h. @ enthdilt genau p Einsen.

Man schreibt f(z) = anz,(z).
Definition 5.2: ANZ}(k)

Seienn € IN und k,p € INg mit 0 < k < n.

Dann besteht die Klasse ANZ(k) aus allen Anzahl-Funktionen
p-ter Ordnung auf n Variablen mit k wesentlichen Variablen.
Unwesentliche Variablen werden durch Null ersetzt.

ANZ (k) := {anz, k| K C [n],|K| =k}
Ich schreibe auch ANZ,(k), wenn n aus dem Zusammenhang eindeutig ist.

83
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Fir k = 0 oder k = n enthilt die Klasse ANZ,(k) genau eine Funktion.
Fir p > k enthdlt ANZ,(k) genau die konstante Null-Funktion.

Fine Anfrage in ANZy(k) liefert genau dann eine Null, wenn mindestens
eine wesentliche Variable darin enthalten ist. Also kann diese Klasse mit
einem Algorithmus fiir negierte Disjunktionen mit k& wesentlichen Variablen
gelernt werden. Fiir p = k erzeugt eine Anfrage genau dann eine Eins, wenn
alle wesentlichen Variablen in dieser Anfrage liegen. Dies entspricht genau
einer Konjunktion. Fiir diese beiden Klassen werden in [24] asymptotisch
optimale Algorithmen angegeben.

Ich beschrinke die folgenden Betrachtungen auf

neEN2<k<n—1lund 1 <p<Ek-1

da alle anderen Fille entweder trivial oder bereits untersucht sind. Diese
Voraussetzungen werde ich ggf. verschirfen.

Ich zeige zundchst, daB sich aus Algorithmen fiir ANZ,(k) direkt Algorith-
men fiir ANZ,_,(k) ergeben, die genauso viele Anfragen stellen. Daher kann
ich mich in Beweisen stets auf p < % beschrianken.

Satz 5.3: Symmetrie von ANZ,(k)

Aus einem Algorithmus fir ANZ,(k) kann ein Algorithmus fir
ANZy,_,(k) konstruiert werden, so daff beide Algorithmen fir je-
de Auswahl von k wesentlichen Variablen jeweils gleich viele An-
fragen stellen.

Beweis: Sei A ein Algorithmus fiir die Klasse ANZ,(k). Hieraus konstruiere
ich einen Algorithmus I', der die Klasse ANZ,_,(k) lernt.

Der Algorithmus A kann durch einen bindren Entscheidungsbaum Ta darge-
stellt werden (vgl. Seite 19), an dessen Knoten die Anfragen stehen, die der
Algorithmus stellt. Die beiden S&hne eines Knotens entsprechen den Ant-
worten Fins oder Null auf eine Anfrage. An den Blittern des Baumes stehen
die durch den Algorithmus identifizierten Funktionen (d.h. die Mengen der
wesentlichen Variablen).

Der Entscheidungsbaum 7t fiir Algorithmus I' wird konstruiert, indem im
Baum Ta jede Anfrage durch ihr Komplement ersetzt wird. Dies ist in Ab-
bildung 5.1 veranschaulicht. An den Bldttern stehen dabei die Mengen der
wesentlichen Variablen, die mit K4,..., Kg bezeichnet werden.

Ich zeige, daf der Algorithmus I' alle Funktionen aus ANZ;_,(k) lernt. Sei
dazu K eine beliebige Auswahl von &k wesentlichen Variablen. Dann gibt es
im Entscheidungsbaum von A einen Pfad von Anfragen Aq,..., A, so daf
nach der letzten Anfrage die Menge K der wesentlichen Variablen identifi-
ziert wird.
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Entscheidungsbaum T, Entscheidungsbaum T

Abbildung 5.1: Konstruktion von T aus Ta

Fiir eine beliebige Anfrage S, die der Algorithmus A stellt, um K zu lernen,
gilt

S liefert eine Eins in ANZ,(k)
<= In S liegen genau p Variablen aus K
<= In S liegen genau k — p Variablen aus K
<= S liefert eine Eins in ANZ;_,(k)

Also stimmen die Antworten, die der Algorithmus I' auf seine Anfragen
erhilt, stets mit denen {iberein, die der Algorithmus A bekommt. Algorith-
mus I' stellt die Anfragen A,...,A; und identifiziert die Menge K der
wesentlichen Variablen mit genauso vielen Anfragen wie A.

Da auf analoge Weise jeder Algorithmus fiir ANZ;_ ,(k)in einen Algorithmus
fiir ANZ,(k) transformiert werden kann, folgt die Behauptung. O

Ich untersuche nun, fiir welche Parameter £ und p asymptotisch optima-

le Algorithmen fiir die Klasse ANZ,(k) bekannt sind. Dabei verwende ich

k

mL die erst im

im Vorgriff bereits die unteren Schranken [log (})] und [
nédchsten Abschnitt bewiesen werden.

In Satz 2.5 wird gezeigt, daf fiir symmetrische Funktionen ein Algorithmus
existiert, dessen Laufzeit linear in n ist. Dieser Algorithmus ist fiir £ nahe
bei 2 asymptotisch optimal, da dann die untere Schranke [log (})] ebenfalls
linear in n ist.

Falls p konstant und k linear in n ist, so ist die untere Schranke [P%w aus
Satz 5.8 ebenfalls linear in n, so dafl auch in diesem Fall ein asymptotisch
optimaler Algorithmus bekannt ist.

Fiir £ = O(1) gibt Damaschke in [8] einen asymptotisch optimalen Algorith-
mus an.

In Kapitel 2 wird im Beweis von Satz 2.7 ein Algorithmus angegeben, der



86 KAPITEL 5. ANZAHL-FUNKTIONEN

eine symmetrische Funktion mit O(% + k’log ) Anfragen lernt. Dabei ist
r die erste Position im Wertevektor der Funktion, an der ein Wechsel zwi-
schen einer Null und einer Fins vorliegt. Fiir Anzahl-Funktionen gilt also
r = p. Mit ¥’ wird die Anzahl der unwesentlichen Variablen bezeichnet. Die-
ser Algorithmus setzt voraus, daB &' < |Z] gilt, und stellt zu Beginn |Z|
disjunkte r-elementige Mengen als Anfragen. Dann mufl mindestens eine
dieser Mengen genau r unwesentliche Variablen enthalten.

Dieser Algorithmus kann verallgemeinert werden, indem fiir eine geeignete
Konstante ¢ zu Beginn &'+ ¢ disjunkte Mengen der Grofe [£] gefragt werden.
Ich gebe diese Verallgemeinerung nur fiir die Anzahl-Funktionen an. Fine
Ubertragung auf beliebige symmetrische Funktionen ist leicht.

Satz 5.4: Algorithmus fiir ANZ,(n — k)
Seik =n—k. Seice[p] mit (K'+¢)[2] <n.
Dann kann die Klasse ANZ,(n — k') mit O((klj'c) + k'log p) An-

fragen gelernt werden.
Beweis: Der folgende Algorithmus lernt alle unwesentlichen Variablen.
Algorithmus 5.5:
1. Bilde &' + ¢ disjunkte Mengen der Grofie {g]

2. Jede Kombination von genau ¢ dieser Mengen wird ggf. auf Grofle
p verkleinert und als Anfrage gestellt. Mindestens eine dieser An-
fragen liefert eine Eins. Diese enthidlt genau p wesentliche Variablen
Wyy... , Wy

Jede Anfrage mit Antwort Null wird eine Gewinnerin.
3. Definiere Dummymengen D; := {wq,... ,w,_;} fir 1 <j<p—1.

4. Bilde die Menge A, die alle Variablen enthilt, die im ersten Schritt
in keiner der angefragten Mengen lagen. Frage A U D|4. Falls diese
Anfrage eine Null liefert, wird A eine weitere Gewinnerin.

5. Sei R eine Gewinnerin. Falls R einelementig ist, so ist die in R liegende
Variable unwesentlich. Andernfalls wird R in zwei (fast) gleichgrofie
Mengen U und V aufgeteilt. Frage U U Dygyj und V' U Dy. Jede Null

identifiziert eine neue Gewinnerin, die weiter untersucht wird.

Korrektheit:

Im ersten Schritt werden k' + ¢ disjunkte Mengen gebildet. Dabei enthélt
jede der Mengen mindestens eine Variable. Alle Mengen kénnen gebildet
werden, da n nach Voraussetzung grofl genug ist. Da es nur k' unwesent-
liche Variablen gibt, miissen mindestens ¢ verschiedene Mengen existieren,
die keine unwesentliche Variable enthalten. Im zweiten Schritt werden alle
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Kombinationen von ¢ Mengen angefragt. Dann mufl mindestens eine die-
ser Kombinationen eine Eins liefern, da sie genau p wesentliche Variablen
enthdlt. Hiermit kénnen im dritten Schritt die Dummymengen D; definiert
werden. Fine Dummymenge D; enthélt genau p — j wesentliche Variablen.
Fiir eine beliebige Menge S mit |S| < p liefert S U D|g| genau dann eine
Null, wenn 5 mindestens eine unwesentliche Variable enthilt.

Jede Anfrage, die eine Gewinnerin wird, mufl mindestens eine unwesentliche
Variable enthalten. Im vierten Schritt werden ggf. die Variablen untersucht,
die im ersten Schritt noch nicht betrachtet wurden. Nach diesem Schritt
muf} jede Variable in genau einer der angefragten Mengen gelegen haben.
Dies gilt insbesondere fiir die &’ unwesentlichen Variablen. Diese liegen in
den Gewinnerinnen.

Im letzten Schritt werden mit den bindren Suchen alle unwesentlichen Va-
riablen identifiziert. Dies geschieht genauso wie in Algorithmus 2.8.

Laufzeit:

Im ersten Schritt werden keine Anfragen gestellt. Im zweiten Schritt werden
genau (k/j'c) Kombinationen gebildet und angefragt. I'iir die Definition der
Dummymengen ist keine Anfrage notwendig. Im vierten Schritt wird ggf.
eine Anfrage gestellt. Fiir die bindren Suchen im letzten Schritt werden
O(K'log p) Anfragen gestellt (vgl. Beweis von Satz 2.7).

kl_l_c) + k'log p) Anfragen gestellt. O

Insgesamt werden also O( ("

Falls £ = O(1) gilt und p geeignet klein ist, ist dieser Algorithmus fiir ge-
eignetes ¢ asymptotisch optimal, da der Term (k/j'c) < (ﬂ@) fiir kleines
¢ ebenfalls sehr klein ist.

5.1 Untere Schranken

In diesem Kapitel gebe ich zwei untere Schranken fiir die Klasse ANZ,(k)
an. Die erste ergibt sich direkt aus der allgemeinen unteren Schranke fiir
symmetrische Funktionen. Fiir die zweite Schranke beschreibe ich eine Stra-

tegie fiir einen Gegenspieler, die jeden Algorithmus durch geeignete Ant-
k
p+1
ich einen weiteren Ansatz fiir eine untere Schranke, mit dem sich jedoch

vermutlich keine Verbesserung der bekannten Schranken erreichen 1&83t.

worten zwingt, mindestens [ w Anfragen zu stellen. Auflerdem beschreibe
Lemma 5.6: Grofle von ANZ,(k)
Die Klasse ANZ,(k) enthdlt genau (}) Funktionen.

Beweis: Sei v der Wertevektor einer Funktion aus ANZ,(k). Dann hat v
in den ersten p Koordinaten vg,...,v,—1 eine Null und an der folgenden
Position v, eine Eins. Daher folgt die Behauptung direkt aus Satz 2.3. [
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Satz 5.7: Erste untere Schranke fiir ANZ,(k)

Es sind mindestens [log (7)] Anfragen notwendig, um ANZ,(k)
zu lernen. Es gilt [log (7)] > klog 2.

Beweis: Es gilt [ANZ,(k)| = (}). Die erste Behauptung folgt direkt aus
der unteren Schranke fiir allgemeine Funktionenklassen in Satz 1.2. Die
Abschitzung folgt aus Lemma B.1. O

Satz 5.8: Zweite untere Schranke fiilr ANZ,(k)

k

mw Anfragen notwendig, um die Klasse

FEs sind mindestens [
ANZ,(k) zu lernen.

Beweis: Ich nehme an, dafl ein Algorithmus nur Anfragen mit mindestens
p und hochstens p+n — k Variablen stellt, da sonst die Antwort Null bereits
vorher bekannt ist. Aus demselben Grund soll jede Anfrage hochstens p
bereits als wesentlich identifizierte Variablen enthalten. Ich zeige, daf ein

Gegenspieler jeden Algorithmus zwingen kann, mindestens [pk?w Anfragen

zu stellen, und gebe eine entsprechende Strategie an.
k

1
eine Eins aus, faplil—s die Anfrage genau p Variablen enthilt, andernfalls eine
Null. Aulerdem identifiziert er in jeder Anfrage genau p bzw. p+ 1 wesentli-
che Variablen. Dabei werden zunéchst die Variablen als wesentlich benannt,
die bereits in einem fritheren Schritt identifiziert wurden. Der Algorithmus

erhélt iiber die weiteren in der Anfrage enthaltenen Variablen keine Infor-

mationen. Nach den [P%w — 1 Anfragen sind héchstens & — 1 wesentliche

Variablen bekannt (vgl. Lemma B.9) und der Algorithmus mufl noch minde-
stens eine weitere Anfrage stellen, um alle wesentlichen Variablen zu lernen.

O

Fiir die ersten [ w — 1 Anfragen eines Algorithmus gibt der Gegenspieler

Ich werde nun eine weitere Idee fiir eine untere Schranke fiir & < 2 beschrei-
ben. Diese beruht darauf abzuschitzen, wieviele potentielle Auswahlen von
k wesentlichen Variablen unméglich werden, wenn fiir eine Anfrage eine Null
geantwortet wird. Iline wesentliche Grundlage fiir diesen Ansatz ist die Ver-
mutung, daf sich jeder effiziente Algorithmus fiir ANZ,(k) in zwei Phasen
unterteilen 1483t. Dieser Ansatz fiithrt in der Form, wie ich ihn hier beschreibe,
nicht zu einer Verbesserung der bekannten unteren Schranken.

In Satz 5.9 wird gezeigt, daf fiir & < J die wesentlichen Variablen mit
O(klog ) Anfragen gelernt werden kénnen, sobald eine Menge bekannt ist,
die genau p wesentliche Variablen enthilt, als Anfrage also eine Eins liefert.
Andererseits liefert eine Antwort Null einem Algorithmus nur sehr wenig
strukturelle Information, da solch eine Antwort nur besagt, dafl die An-
frage nicht genau p wesentliche Variablen enthidlt (im Gegensatz z.B. zu
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Threshold-Funktionen, bei denen eine Null bedeutet, dafl ,zu wenig“ we-
sentliche Variablen in der Anfrage sind). Deswegen vermute ich, daf jeder
effiziente Algorithmus in zwei Phasen unterteilt werden kann. Zunichst stellt
er solange Anfragen, bis fiir eine Menge A eine Eins geantwortet wird. In der
zweiten Phase identifiziert er dann mit Hilfe dieser Menge A mit O(klog %)
Anfragen alle wesentlichen Variablen.

Da die zweite Phase bereits linear in einer bekannten unteren Schranke ist,
kann eine Verbesserung der unteren Schranken nur dadurch erreicht werden,
dafl gezeigt wird, daf die erste Phase sehr viele Anfragen benétigt. Hierfiir
gebe ich im folgenden einen Ansatz an.!

Sei M die Menge aller moglichen Auswahlen von k wesentlichen Variablen.
Dann konnen bei einer Anfrage A, die eine Null liefert, die Mengen aus
M entfernt werden, die mit A genau p-elementigen Schnitt haben. Sei «
der maximale Anteil von Mengen, der durch eine Anfrage aus M entfernt
werden kann. Ich zeige, dafl ein Algorithmus in der ersten Phase mindestens
é Anfragen stellen muf}, um garantiert eine Eins zu erhalten.

Fiir eine Menge A sei M4 die Menge aller Variablenauswahlen, die nach
einer Antwort Null auf die Anfrage A noch méglich sind. Fiir eine Folge von
Anfragen (A;);c; mufl dann die tatsdchliche Auswahl wesentlicher Variablen

in N;ey Ma, liegen. Mit p = |1 gilt:

>

(A4
TN
o> 3
~—
—

|

2

et = (1))

Die letzte Aussage folgt mit Induktion {iber p.
Ein Algorithmus muf} solange Anfragen stellen, bis er eine Antwort Eins
erhélt oder die Menge der noch moglichen Variablenauswahlen einelementig
wird. Dann gilt (}) — p(})e < 1. Daraus folgt

!
TR

a (k)

Also muf} jeder Algorithmus mindestens é Anfragen stellen, um eine Ant-

~

«

wort Fins zu erzwingen. Dieser Ausdruck soll nun bestimmt werden.
Sei l l
n—
()G
(;)

'Da dieser Ansatz nicht zu einer neuen unteren Schranke fithrt, erspare ich der Leserin

f) =

an einigen Stellen die ausfiithrlichen Rechnungen.
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der Anteil von allen Variablenauswahlen, die mit einer beliebigen [-elemen-
tigen Anfrage genau p-elementigen Schnitt haben (die Parameter n, %k und p
werden im Sinne der Lesbarkeit weggelassen). Dann wird durch eine Anfrage
A, die eine Null liefert, genau ein Anteil f(|A|) aller Mengen aus M entfernt.
Es gilt

a = max f(

Fiir [ = 52 ist die erwartete Anzahl wesentlicher Variablen in einer I-
elementigen Anfrage genau p, daher vermute ich, dafi dieses [ (sofern es

ganzzahlig ist) die Funktion f maximiert. Sei

T(n,k,p):= ¢(n —k)k—p)p

nk
Mit Hilfe der Stirlingschen Formel (vgl. Satz B.10) kann

¢ a1 (5.1)
T(n.k.p) = " = T(n.k.p) '

mit ¢ = 0,23 und d = 0,61 gezeigt werden.
Fiir festes n und k wird die Funktion T maximal fir p = % Hiermit 14t
sich zeigen, daf}

T(n,k,p) < klog (5.2)

fiir jedes k < n — 1 gilt.

Das Ziel der Rechnung war, die Grofle von é zu bestimmen, da dies die
minimale Anzahl Anfragen angibt, die ein Algorithmus stellen muf}, um
garantiert mindestens eine Eins als Antwort zu erhalten. In Gleichung 5.1
wird gezeigt, daB = ~ T(n, k, p) gilt. Deswegen folgt aus Gleichung 5.2, da$
mit diesem Ansatz die bekannte untere Schranke klog % nicht verbessert
werden kann.

Warum scheitert dieser Ansatz? Das Problem besteht in der Annahme, daf§
mit jeder Anfrage, die eine Null liefert, stets ein gleichgrofier Anteil von
Mengen ausgeschlossen werden kann und daf fiir je zwei Anfragen die aus-
geschlossenen Mengen verschieden sind. Dies ist in der Regel nicht der Fall,
da dieser Anteil fiir ,spatere“ Anfragen viel kleiner wird, weil viele Mengen
bereits zuvor ausgeschlossen wurden. Um dies zu beriicksichtigen, miifite

man fiir eine Folge von Anfragen A;,..., A, fiir jede Menge A; bestimmen,
wieviele potentielle Auswahlen von wesentlichen Variablen, die nach den
Anfragen Ay,...,A;_1 noch moglich waren, durch A; ausgeschlossen wer-

den. Hiermit koénnte sich eine Verbesserung der unteren Schranken ergeben.
Leider ist mir solch eine Herleitung nicht gelungen.
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5.2 Kombinatorische Problemstellung

In diesem Abschnitt wird fiir & <  gezeigt, dafl nach der ersten Anfrage,
die eine Eins liefert, hochstens weitere O(klog 7) Anfragen benétigt werden,
um alle wesentlichen Variablen zu identifizieren. Mit der unteren Schranke
klog 7 aus Satz 5.7 ergibt sich, daf} fiir Anzahl-Funktionen genau dann ein
effizienter Algorithmus bekannt ist, wenn man ein System von Anfragen
kennt, von denen mindestens eine Anfrage eine Eins liefert. Solche Mengen-
systeme entsprechen geeigneten Strategien fiir das Lottospiel.

Satz 5.9: Identifikation aller Variablen nach erster Eins

Sei k < 5. Wenn ein Algorithmus fir ANZ,(k) eine Fins als
Antwort erhdlt, so kann er anschlieffend mit héchstens 6klog 7

Anfragen alle wesentlichen Variablen identifizieren.

Beweis: Wegen der Symmetrie von ANZ,(k) werde ich mich auf p < %
beschrianken.

Sei A eine Anfrage der Gréfle [, die eine Antwort Iins erzeugt, d.h. genau
p wesentliche Variablen enthélt. Fine Anfrage B C A liefert genau dann
eine Eins, wenn alle p wesentlichen Variablen, die in A liegen, auch in B
enthalten sind. Dies entspricht gerade einer Konjunktion. Daher kénnen in
A alle wesentlichen Variablen mit einem Algorithmus fir AN D!(p) gelernt
werden. Hierfiir wird in [24] ein Algorithmus angegeben, der héchstens

[
Ty = min (l —1,plog—+ 2,0)
p

Anfragen stellt. Ich zeige, daB fiir £ < § und p < % die Abschitzung Ty <
2klog 7 gilt:

e 1. Fall: & < 2. Die Funktion klog 7 ist? fiir k < 2 monoton steigend
in k. Daraus folgt plog% < klog 7. Aullerdem gilt 2p < k < klog 7.

n l
T folgt plog; <

. 2.Fall:%<k§%.Esgiltklog%Z%.Ausp<%§ f
klog

Tlog4 = 5 < klog 7. Auflerdem gilt 2p < k §_% <

—_

>3

Im Komplement von A liegen genau k — p wesentliche Variablen. Fiir ei-
ne Menge C' C A liefert die Anfrage A U C' genau dann eine Null, wenn
mindestens eine wesentliche Variable in €' liegt. Dies entspricht einer ne-
gierten Disjunktion. Mit einem entsprechend modifizierten Algorithmus fiir
OR" (k- p) konnen alle nicht in A liegenden wesentlichen Variablen iden-
tifiziert werden. Dafiir wird ebenfalls in [24] ein Algorithmus angegeben, der
héchstens

-1
T3 = min (n—l—l,(k—p)log;j_p) +2(k = p)

2Zur Diskussion von klog 7 vgl. Seite 28.
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Anfragen benétigt. Ich zeige, dafi T5 < 4klog 7 gilt:

e 1. Fall: £ < 2. Die Funktion klog 7 ist monoton steigend in %, also gilt
(k= p)log 72 < klog . AuBerdem gilt 2(k — p) < 2k < 2(klog 7).

o 2. Fall: 2 < k < 2. Es gilt klog 7 > 5. Daraus folgt (k — p) log 725 <

n < 2klog % und 2(k — p) < 2k <n < 2klog 7.

Insgesamt sind nach héchstens 6k log 3+ Anfragen alle wesentlichen Variablen
bekannt. O

Da klog % eine untere Schranke ist, kann die Klasse ANZ,(k) fiir & < 3
effizient gelernt werden, wenn schnell eine Anfrage gefunden werden kann,

die eine Eins erzeugt.

Ich gebe nun eine Problemstellung @ fiir ein kombinatorisches Problem an
und zeige anschlieflend, dafl dieses im Wesentlichen dquivalent zur Suche
nach einer Auswahl von Anfragen fiir ANZ,(k) ist, von denen stets minde-
stens eine Anfrage eine Fins liefert.

Definition 5.10: Problemstellung &

. : n k
Gegeben: n,k,p € IN mit 2 <k < 3 und 1 < p < 3

Gesucht: Fin Mengensystem D aus Teilmengen von [n] mit fol-
gender Eigenschaft:

Fir jede k-elementige Menge T C [n] gibt es minde-
stens eine Menge A in D, so daff |T N A| = p gilt.

Satz 5.11: Beziehung zwischen ANZ,(k) und @
Seien n,k,p € IN mit 2 <k <5 und 1 <p< %

1. Sei D ein Mengensystem, das Problemstellung ® gentigt.
Werden die Mengen aus D als Anfragen fir ANZ,(k) ver-
wendet, so mujf§ mindestens eine dieser Anfragen eine Fins
als Antwort liefern.

2. Sei A ein Algorithmus fir ANZ,(k) und Ta der zugehorige
FEntscheidungsbaum (vgl. Abbildung 5.2). Seit die mazima-
le Linge eines Pfades von der Wurzel von Ta aus, der nur
aus Null-Kanten besteht. Seien Ay, ..., A; die entsprechen-
den Anfragen. Sei B die Menge von wesentlichen Varia-
blen, die der Algorithmus findet, wenn auch auf A; eine
Null geantwortet wird, und B’ eine beliebige p-elementige
Teilmenge von B.

Dann geniigt das Mengensystem D = {Ay,..., A} U{B'}
der Problemstellung ®.
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Abbildung 5.2: Baum fiir den Algorithmus A

Beweis: Die erste Aussage ergibt sich direkt aus der Problemstellung &,
wenn die Menge T mit der Auswahl von k& wesentlichen Variablen identifiziert
wird.

Ich zeige nun die zweite Aussage. Sei dazu T' C [n] mit |T'| = k. Die Menge
T wird als Auswahl von wesentlichen Variablen in ANZ,(k) interpretiert.
Dann gibt es eine Folge von Anfragen in dem Algorithmus A, die die Menge
T identifiziert. Falls diese Folge keine Eins als Antwort erzeugt, gilt T'= B.
Die Menge B’ enthiilt also genau p Variablen aus 7.

Andernfalls gibt es ein minimales 1 < [ < ¢, so dafl der Algorithmus die
Anfrage A; stellt und eine Fins als Antwort erhdlt. Dann enthilt die An-
frage A; € D genau p Variablen aus 7. In beiden Fillen geniigt das oben
konstruierte Mengensystem D also der Problemstellung ®.

O

Mit Satz 5.9 ergibt sich, daf ein ,kleines* Mengensystem D fiir Problemstel-
lung & direkt einen guten Algorithmus fiir ANZ,(k) impliziert. Andererseits
ist eine untere Schranke fiir die Grofle eines solchen Mengensystems D auch
eine untere Schranke fiir die Klasse ANZ,(k).

Die Problemstellung ® entspricht der Suche nach einem Tippsystem fiir das
Lottospiel, mit dem man garantiert gewinnt. Beim Lotto existieren n Ku-
geln, aus denen in einer Ziehung genau k Kugeln gezogen werden. Gesucht ist
nun ein System von Tippreihen, so dafl darunter fiir jede mégliche Ziehung
stets mindestens eine Tippreihe ist, in der genau p ,Richtige” sind. Bei die-
ser Analogie sind zwei ,unrealistische® Figenschaften zu beachten: Erstens
mochte man genau p Richtige haben, d.h. man verliert auch dann, wenn
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man mehr richtige Zahlen getippt hat. Auflerdem diirfen die Tippreihen
beliebig viele Zahlen haben im Gegensatz zum echten Lotto, bei dem (nor-
malerweise) in jeder Tippreihe genau k Zahlen ausgew&hlt werden miissen.
Ich mochte hier nur einige Stichworte aus Bereichen der Kombinatorik an-
geben, die sich mit Problemstellungen, die ® sehr dhnlich sind, beschafti-
gen. Dies sind die Gebiete Lotto-Garantiesysteme, Steiner-Systeme, Turan-
Designs, Blockpline und Coverings. Viele der Probleme, die in diesen Ge-
bieten untersucht werden, stimmen ,fast“, aber nicht genau, mit ® iiberein.
Bei den Lotto-Garantiesystemen werden z. B. meist nur Mengensysteme un-
tersucht, in denen alle Mengen genau die gleiche Gréfie haben. Bei Steiner-
Systemen wird die Anzahl der Mengen, in denen eine Auswahl von Objekten
liegen darf, fest vorgegeben.

Ich habe leider keine Problemstellung gefunden, die ® genau entspricht, und
eine geeignete Umformulierung ist mir auch nicht gelungen.

5.3 Ein Algorithmus fiir ANZ, (k)

In diesem Abschnitt gebe ich einen Algorithmus fiir die Klasse ANZ;(k) an,
der k(fé ) Anfragen stellt, von denen mindestens eine Anfrage garantiert
eine Eins liefert. Fiir & < 5 kénnen anschliefend alle wesentlichen Variablen
mit O(klog %) Anfragen gelernt werden, wie in Satz 5.9 gezeigt wird. Fiir
den Algorithmus wird ein geeignetes System von Pflasterungen konstruiert
und als Anfragen verwendet.

Fiir & > 5 ist die untere Schranke [P%w bereits linear in n, da hier p = 1 gilt.
Also folgt aus Satz 2.5, dafi bereits ein asymptotisch optimaler Algorithmus
bekannt ist. Deswegen werde ich mich auf & < 7 beschrénken.

Ich werde im Folgenden voraussetzen, daf} einige Zahlen, z. B. n und k,
Potenzen von 2 sind. Fine Verallgemeinerung auf beliebige natiirliche Zahlen
ist vermutlich nicht trivial.

Eine Menge M C [n] ist eine Pflasterung, wenn die Menge [n] durch geeig-

nete Verschiebungen von M genau iiberdeckt werden kann.

Definition 5.12: Pflasterung®

Seien m,l € IN mit 1 < | < m Potenzen von 2. Fine Menge
m

M C [m] mit |M| = 7 heifit 1-Pflasterung von [m], wenn
Zahlen 61,...,0; € INg existieren mit 0 = 61 < 6o < ... < &y, so
dafs gilt

l

(6 + M) = [m]

v=1

Die Zahlen 6; werden Translationen genannt.

*Durch diesen Begriff wird das Titelbild der Arbeit motiviert.
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Falls die iiberdeckte Menge [m] aus dem Zusammenhang eindeutig ist, wird
diese nicht explizit angegeben. Offensichtlich liegt die Zahl 1 in jeder Pfla-
sterung, da 61 = 0 gilt.

Beispiel: Sei m = 16, [ = 4 und M = {1,3,9,11}. Dann ist M eine 4-
Pflasterung von {1,...,16} mit den Translationen é; = 0,6, = 1,63 = 4
und 84 = 5. In Abbildung 5.3 wird dieses Beispiel veranschaulicht.

[1]2[3]4]5]6|7|8]910]11]12]13]14]|15]16
0+ M || x X X X
1+ M X X X X
4+ M X X X X
5+ M X X X X

Abbildung 5.3: Eine 4-Pflasterung von {1,...,16} mit M = {1,3,9,11}

Ich zeige zunichst, dafl die zu einer Pflasterung M gehérenden Translationen
eindeutig sind. AnschlieBend geben ich zwei Moglichkeiten an, Pflasterungen
zu konstruieren.

Lemma 5.13: Eindeutigkeit von Translationen
Sei M eine l-Pflasterung von [m].
Dann sind die Translationen &1 < 69 < ... < 07 eindeutig.

Beweis: Ich nehme an, dafl zwei verschiedene Systeme von Translationen
0 < 6y < ...< dpund 1 < v < ... < 7 fiir die Pllasterung M existieren,
und fithre dies zum Widerspruch.

Sei ¢o der minimale Index, so da§ §;, # v;, gilt. O.B.d. A. gelte §;, < 7,.
Ich betrachte das Objekt o = é;, + 1. Da stets 1 € M gilt, folgt 2 € 6;, + M.
Fiir j < ¢ kann 2 nicht in der Menge ~; 4 M liegen, da diese mit é; + M
ibereinstimmt. Da 8;; < 7;, < Yig+1 < ... < 7 gilt, folgt fiir jedes j €
{ig,...,{}, daB min(y; + M) > 6;; + 1 = « gilt. Also kann 2 nicht in der

Menge
l

Ui+ M)

=1
liegen. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, dafl M mit den Trans-
lationen 1, ..., eine Pflasterung ist. O

Lemma 5.14: Erste rekursive Konstruktion von Pflasterungen

Seien m € IN und 1 < [ < m Potenzen von 2. Sei M eine [-
Pflasterung von [m)].

Dann ist M auch eine 2l-Pflasterung von [2m].
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Beweis: Da die Menge M eine [-Pflasterung von [m] ist, existieren Trans-
lationen 0 = 61 < 69 < ... < ¢, so daf3

l

(b + M) = [m)]

=1

gilt. AuBerdem gilt M| = 5t = 2.
Sei
i fir 1 <4<
e {m+5i—l firl+1<i<2l

Dann gilt 0 =y < 72 < ...< 79 und

21 l 21

Ui+m) = Ji+mu U (ri+ M)

=1 =1 i=[+1
21
= {L....m}u |J (m+8i_)+ M)
i=[+1

l
= {1,...,m}U (m—l— U(6,+M))

= L m Ut {1, m))
= {l,...,m}u{m+1,...,2m}
= [2m]

Also ist M eine 2[-Pflasterung von [2m)]. O

Lemma 5.15: Zweite rekursive Konstruktion von Pflasterungen

Seien m,l € IN mit 1 <[ < m Potenzen von 2. Sei M eine
[-Pflasterung von [m].

Dann ist M U (m+ M) eine [-Pflasterung von [2m].

Beweis: Da die Menge M eine [-Pflasterung von [m] ist, existieren Trans-
lationen 0 = 61 < 69 < ... < ¢, so daf3

l

(b + M) = [m)]

=1

gilt. Auflerdem gilt |M| = 7.
Sei M':= MU(m+ M) und v; := 6, fiir 1 <i <.
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Dann gilt 0 =71 <72 < ... <7 und |[M’'| = 2|M| = 2. AuBerdem gilt

l

Ui+ M) =

=1

I I
UG+ a)yu Ui+ (m + M)

:ll =1 l
U(éi—l—M)U (m—l— U(éﬁM))

{1,...,m}U(m+A{1,...,m})
{1,....,myu{m+1,...,2m}
[2m]

Also ist M’ eine [-Pflasterung von [2m].
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Mit Hilfe der rekursiven Konstruktionen von Pflasterungen gebe ich ein Sy-
stem von Pflasterungen M an, das spiter fiir einen Algorithmus fir ANZ; (k)
verwendet wird. Das System M wird so definiert, daf fiir jede nichtleere,
hochstens [-elementige Menge S C [m] mindestens eine Menge in M bei
geeigneter Verschiebung genau einelementigen Schnitt mit S hat.

Satz 5.16: System von Pflasterungen

Seien m,l € IN mit 1 <1 < m Potenzen von 2.

Dann existiert ein System von Mengen M(m,l) = {M*|i¢c I}
mit folgenden Figenschaften:

1. Jedes M' € M(m,l) ist eine [-Pflasterung von [m]. Die
Translationen der Pflasterung M*' werden mit 6, fir 1 <

v <[ bezeichnet.

2. Es gilt \IM(m,1)| = (°&8m).

log!

3. Fir jede Menge S C IN gilt: Wenn in der Menge [m] min-
destens ein und héchstens | Objekte aus S liegen, so gibt es
mindestens ein M' € M(m,l) und eine Translation ¢}, so

daff |S N (65 + M) =1 gilt.

Beweis: Seien m und [ Potenzen von 2 mit 1 < [ < m. Ich werde durch
Induktion tiber m fiir jedes m und [ ein geeignetes System von Mengen
M(m,l) angeben, das alle geforderten Eigenschaften erfiillt. Dieses System

wird rekursiv definiert.

TIA: m = 1.

Es gilt I = 1 wegen 1 <1 < m. Das einelementige System M(1,1) = {M1}
mit M! = {1} und 6] = 0 erfiillt alle drei Eigenschaften.
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m |1 |[1]2]3]4[5][6|7[8|9]10]11]12]13]|14]15]16 |
8 1 X | X | X |X]| X |X|X|X

8 | 2 o|lo|o|o

8 2 o] o o|o

8 2 o o o) o)

8 | 4 | # | #

8 | 4 | # #

8 | 4 | # #

8 | 8 *

16 | 4 olo|o|o

16 | 4 o o|o

16 | 4 o o o) o)

16 | 4 || # | # # | #

16 | 4 || # # # #

16 | 4 || # # # #
16| 8 || # | #

16 | 8 || # #

16 | 8 || # #

16 | 8 * *

16 |16 || *

Abbildung 5.4: Einige Pflasterungen von {1,....8} und {1,...,16}

1S: m — 2m.

Falls [ = 1 gilt, so kann ein geeignetes System direkt angegeben werden. Sei
dazu M(2m,1) = {M'} mit M* = {1,...,2m} und 6] = 0. Dann erfiillt
das System M(2m, 1) alle drei Eigenschaften.

Auch im Fall [ = 2m reicht ein einelementiges System von Mengen. Sei
M(2m,2m) = {M'} mit M! = {1} und 6! = v — 1 fiir 1 < v < 2m. Dann
erfiillt das System M (2m,2m) alle drei Eigenschaften.

Ich betrachte nun den Fall 1 < I < 2m. Da [ und m Potenzen von 2 sind,
folgt somit 2 < [ < m. Also gibt es nach Induktionsvoraussetzung Mengen-
systeme P(m,l) = {P'|i € I} und Q(m, %) = {Q’| j € J}, die jeweils alle
drei Eigenschaften erfiillen.

Hiermit wird das System

M(2m, 1) = {PU(m+ P)| P € P(m,)} U Q (m %)

definiert. In Abbildung 5.4 sind einige auf diese Weise erzeugte Pflasterungen
abgebildet.

Ich zeige nun, daf das so definierte Mengensystem M(2m,!) alle drei Figen-
schaften erfiillt.



5.3. ALGORITHMUS FUR ANZ (K) 99

Sei A € M(2m,!). Falls A von der Form P U (m + P) fiir ein P € P(m,{)
ist, so ist A eine [- Pﬂasterung von [2m], wie in Lemma 5.15 gezeigt wird.
Andernfalls liegt A in Q(m, L) und ist ebenfalls eine [-Pflasterung von [2m],
wie in Lemma 5.14 gezeigt erd. Also ist die erste Eigenschaft erfiillt.

Es gilt

M2 D] < [P(m, D]+ [Q0m, 3)

Ich zeige, daf die durch P(m,l) und Q(m,%) erzeugten Mengen jeweils
verschieden sind. Sei dazu A von der Form A = P U (m + P) fiir ein
P € P(m,l)und B € Q(m,%). Da P Pflasterung von [m] ist, muf es minde-
stens ein Element v > 1in P geben. Also enthdlt A mindestens ein Element
u' = m + u > m. Andererseits liegen in B nur Objekte v < m, da B Pfla-
sterung von [m] ist. Also sind A und B verschieden.

Die zweite Eigenschaft folgt nun direkt aus der Induktionsvoraussetzung fiir
die Mengensysteme P(m,[) und Q(m, L):

(M@2m, D = [P(m, D]+ ]Q

Es bleibt zu zeigen, dafl M(2m,1) die dritte Eigenschaft erfiillt. Sei 5 C IN
eine beliebige Menge, so daf} in der Menge [2m] mindestens ein und hochstens
[ Objekte aus S liegen. Ich nehme o0.B.d.A. an, dal 5 C [2m] gilt, da die
nicht in [2m] liegenden Elemente von $ keinen Einflufl darauf haben, ob die
dritte Eigenschaft fiir M(2m, 1) zutrifft oder nicht.

Es wird unterschieden, wie viele Elemente aus S in der ersten Hilfte [m]
liegen:

e 1. Fall: In [m] liegen alle Objekte aus S. Dann gibt es nach Indukti-
onsvoraussetzung eine Pflasterung P € P(m,l) sowie eine Translati-
on 6%, so daB & + P’ genau ein Element aus S enthilt. Da S C [m]

gilt, enthélt auch 6% 4+ (P U (m + P*)) genau ein Objekt aus 5. Da

PiU (m 4 PY) € M(2m,1) gilt, folgt hieraus die dritte Eigenschaft.
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e 2. Fall: In [m] liegen keine Objekte aus S. Da S C [2m] gilt, liegen
also in der Menge {m + 1,...,2m} mindestens ein und hochstens [
Elemente aus 5. Dies ist weitgehend analog zum ersten Fall mit dem
Unterschied, daff die Objekte nun in der zweiten statt in der ersten
Hilfte von [2m] liegen. Sei 57 := (—=m) 4+ 5. Dann gilt 5" C [m] und
1 < 8§ < I. Also gibt es eine Pflasterung P' € P(m,l) und eine
Translation 6%, so daB

1SN (8], + P =1

gilt. Wenn beide Mengen um m verschoben werden, dndert sich die
Grofle des Durchschnitts nicht, es folgt also

(m 4 5") N (m+ 6, + P)| =1

Dam+ 5" =5C{m+1,...,2m} gilt, andert sich der Durchschnitt
auch dann nicht, wenn die zweite Menge um é; + P* vergréfiert wird,
da P? eine Pflasterung von [m] ist. Hieraus folgt

S N6, + (PTU (m+ P))) =1

Dies ist genau die dritte Eigenschaft, da P* U (m + P') in M(2m,1)
liegt und 6! eine zuldssige Translation hierfiir ist.

e 3. Fall: In [m] liegen mindestens ein und héchstens % Elemente aus 5.
Dann folgt die dritte Eigenschaft fiir M(2m,[) direkt aus der Induk-
tionsvoraussetzung fiir Q(m, 1).

e 4. Fall: In [m] liegen mehr als %, aber nicht alle Objekte aus 5. Dann

l

liegen in {m 4+ 1,...,2m} mindestens ein und héchstens § Elemente

aus 5. Sei 51 :=S5N{m+1,...,2m} und Sy := (—m)+ 57. Dann gilt
Sy C[m]und 1 < |53 < % Also gibt es eine Pflasterung Q° € Q(m, %)
und eine Translation 6! mit
521 (6, + Q)| =1
Hieraus folgt durch Verschiebung um m, dafl ebenfalls
[(m+ S2) 0 ((m+8,) + Q) =1
gilt. Da m+ 55 = 51 und (m—l—éf,)—l—@i C{m+1,...,2m} gilt, ergibt

sich ' '

S0 ((m+8) + Q)| = 1
Hieraus folgt direkt die dritte Eigenschaft, da m + ' eine zulissige
Translation fiir die Pflasterung Q' € M(2m,1) ist.

O

Ich verwende das im letzten Satz konstruierte System von Pflasterungen,
um einen Algorithmus fir ANZ;(k) anzugeben.
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Satz 5.17: Algorithmus fir ANZ; (k) mit Pflasterungen

Seien n,k € IN mit 1 <k <n Potenzen von 2.

Dann gibt es ein System von k({ggg) Anfragen fir ANZ(k), so
dafs fiir jede beliebige Auswahl von k wesentlichen Variablen min-
destens eine dieser Anfragen eine Fins liefert.

Beweis: In Satz 5.16 wird gezeigt, daf} es fiir alle Potenzen m und [ von 2 mit
1 <1< m ein System von Pflasterungen M(m, ) mit folgender Eigenschaft
gibt:

Fiir jede Menge S C IN gilt: Wenn in der Menge [m] mindestens ein
und héchstens [ Objekte aus § liegen, so gibt es mindestens ein M* €
M(m, 1) und eine Translation 6}, so daB |[S N (6, + M*")| = 1 gilt.

Ich setze m = n und k = [. Fiir jede Pflasterung M* € M(n,k) und jede
zuldssige Translation ¢6° wird die Anfrage &' + M® gestellt. Fiir eine be-
liebige Auswahl von k wesentlichen Variablen liefert mindestens eine dieser
Anfragen eine Eins. Dies folgt direkt aus der Figenschaft des Mengensystems
M(n, k).

Da das Mengensystem M(n, k) genau (}2@2) Pflasterungen enthélt und fiir

jede Pflasterung k Translationen existieren, werden insgesamt ’f(fé@ An-

fragen gestellt.
O

Ich vermute, dafi es nicht notwendig ist, fiir jede Pflasterung aus M(n,k)
alle Verschiebungen anzufragen, da auf diese Weise fiir jede Auswahl von k
wesentlichen Variablen mehrere Mengen gefragt werden, die eine Eins erzeu-
gen. Iline wesentliche Reduktion der Anzahl der Anfragen ist mir mit dieser
Idee jedoch nicht gelungen.

In Satz 5.9 wird gezeigt, wie fiir k < 7 die Klasse ANZ,(k) gelernt werden
kann, wenn eine Anfrage bekannt ist, die eine Antwort Eins erzeugt. Zu-
sammen mit dem obigen Satz gibt es also einen Algorithmus, der die Klasse

ANZ (k) mit O(klog % + k(}ggg)) Anfragen lernt, falls & und n Potenzen
von 2 sind. Der erste Ausdruck dieser Laufzeit ist linear in der unteren
Schranke aus Satz 5.7. Der zweite Term k(}ggg)) ist jedoch nicht linear in
einer bekannten unteren Schranke. Daher ist nicht klar, ob der Algorithmus
asymptotisch optimal ist oder nicht. Wenn £ klein ist (z.B. k < n%), s0 ist
der zweite Ausdruck kleiner als n, so dafl der Algorithmus eine sublineare

Laufzeit hat und besser als der lineare Algorithmus 2.6 ist.
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Kapitel 6

Gewichtete
Threshold-Funktionen

In diesem Kapitel untersuche ich gewichtete Threshold-Funktionen mit Ge-
wichten Fins und Zwei. Diese Funktionen geben genau dann eine Fins aus,
wenn die gewichtete Summe der Einsen in der Eingabe mindestens so grof} ist
wie der Thresholdwert.! Ich betrachte die Klasse der gewichteten Threshold-
Funktionen, bei denen die Anzahl k der wesentlichen Variablen, der Thres-
holdwert ¢t sowie der Gewichtsvektor bekannt sind. s wird die Grofle dieser
Klasse bestimmt und ein in der Anzahl der Variablen n linearer Algorithmus
beschrieben. Anschlieflend gebe ich einen weiteren Algorithmus fiir ¢ < k an,
der fiir spezielle Parameter eine sublineare Laufzeit hat, z. B. fiir £ < § die

Laufzeit O(klog 7).

Fiir einen Gewichtsvektor @ € IR und ¢t > 0 ist f : {0,1}" — {0, 1} eine
gewichtete Threshold-Funktion, wenn f(z) = 1 genau fiir <a,z> > t gilt,
d. h. wenn die gewichtete Summe aller Finsen in 2 mindestens ¢ betrigt. Ich
werde mich auf die Gewichte Eins und Zwei beschrianken. Mit dem Gewichts-
vektor a ist bekannt, welche der Variablen Gewicht Eins und welche Gewicht
Zwei haben. Diese Variablen heiflen Eins- bzw. Zwei-Variablen. Der Funk-
tionswert von f hingt nur davon ab, wie viele Fins- bzw. Zwei-Variablen
in der Eingabe z mit einer Eins belegt sind, nicht jedoch davon, in wel-
cher Reihenfolge dies geschieht. Daher kann ich o.B.d. A. annehmen, daf
die Variablen nach Gewichten aufsteigend geordnet sind, d.h. ich betrachte
nur Gewichtsvektoren der Form a = (1,...1,2,...2). Jeder Gewichtsvektor
einer Threshold-Funktion mit Gewichten FEins und Zwei kann durch ent-
sprechende Umnummerierung der Variablen in diese Form gebracht werden.
Dann ist es fiir eine solche Threshold-Funktion ausreichend, die Anzahl der
Einsen e im Gewichtsvektor sowie den Threshold-Wert ¢ anzugeben, um

!Piir die gewichteten Threshold-Funktionen bezeichne ich den Thresholdwert mit ¢ und
nicht mit 7 wie im ungewichteten Fall.

103
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diese eindeutig zu beschreiben.
Definition 6.1: Gewichtete Threshold-Funktion

Seien n € IN und e,t € INg mit 0 < e < n. Fine Funktion [ :
{0,1}" — {0, 1} heifit gewichtete Threshold-Funktion mit
e Eins-Gewichten und Thresholdwert t, wenn f(z) = 1
genau dann gilt, wenn die gewichtete Summe aller Finsen in x
mindestens t ist, d. h. es gilt <a,x> > 1 fir den Gewichtsvektor
a, der aus e Finsen und n — e Zweien besteht.

Man schreibt f(x) = wthre (z).

Fine ungewichtete Threshold-Funktion (wie in Kapitel 3) ist also eine ge-
wichtete Threshold-Funktion mit Gewichtsvektor ¢ = (1,...,1) bzw. e = n.
Die gewichteten Threshold-Funktionen sind nicht symmetrisch. Sie beste-
hen aber aus zwei symmetrischen Teilen, d. h. der Funktionswert ist nur von
den Anzahlen der mit Eins belegten Eins- und Zwei-Variablen abhingig,
nicht jedoch davon, welche Eins- bzw. Zwei-Variablen dies sind.

Definition 6.2: WTHR{ (k)

Sein €N, k,e,t EINg mit 0 <k<nund0<e<n.

Dann besteht die Klasse WTHR (k) aus allen gewichteten Thre-
shold-Funktionen mit e Fins-Gewichten und Threshold-Wert t
auf n Variablen mit k wesentlichen Variablen. Unwesentliche Va-
riablen werden durch Null ersetzt.

WTHR;t(k) i=Awthre; x| K C[n],|K| =k}
Ich schreibe auch WTHR, ;(k), wenn n aus dem Zusammenhang eindeutig
bestimmbar ist.
Wenn k = 0 oder k = n gilt, so ist die Klasse WT'HR, +(k) einelementig,
da es jeweils nur eine Auswahl von wesentlichen Variablen gibt. Fiir einen
Gewichtsvektor @ mit e Finsen gilt

Zai:e—l—Q-(n—e):Qn—e

=1

Fiir t > 2n — e besteht die Klasse WT'HR, (k) nur aus der konstanten Null-
Funktion. Falls t = 2n — e gilt, so enthdlt WTHR, ,(k) die konstante Eins-
Funktion fiir £ = n und sonst die konstante Null-Funktion. Wenn ¢ > 2k gilt,
so enthdlt WTHR, (k) ebenfalls nur die konstante Null-Funktion. Falls ¢ = 0
gilt, so liegt nur die konstante Eins-Funktion in der Klasse WTHR, o(k). Fiir
t = 1 liefert eine Anfrage genau dann eine Eins, wenn sie mindestens eine
wesentliche Variable enthélt. In diesem Fall kann WTHR, 1(k) mit einem
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Algorithmus fir OR(k) gelernt werden. Hierfiir wird in [24] ein asympto-
tisch optimaler Algorithmus angegeben. Falls e = n gilt, so gibt es nur
Eins-Variablen. Dann gilt WTHR, (k) = THR (k). Fiir ¢ = 0 haben alle
Variablen Gewicht Zwei. Mit ¢ = [£] gilt WTHRy (k) = THRy(k). Diese
Klassen werden in Kapitel 3 behandelt.

Seit = 2k und K eine Auswahl von k wesentlichen Variablen. Falls K minde-
stens eine Variable mit Gewicht Eins enthélt, so ist die zugehérige Funktion
wthre ;o die konstante Null-Funktion. Andernfalls ist K eine k-elementige
Teilmenge der n — e Variablen mit Gewicht Zwei. Fiir ¢/ = [4] entspricht
dies genau einer Funktion in THR},™ (k). Mit der Anfrage {z1,...,2,} kann
getestet werden kann, ob die gesuchte Funktion die Null-Funktion ist. An-
dernfalls kann ein Algorithmus fiir die Klasse THR}™ (k) verwendet werden,
um die Klasse WTHR, 1 (k) zu lernen. In Kapitel 3 werden untere Schranken
und Algorithmen fiir Klassen von Threshold-Funktionen angegeben.

Alle bisher beschriebenen Fille sind entweder trivial oder konnen auf bereits
untersuchte Funktionenklassen zuriickgefiihrt werden. In den folgenden Un-
tersuchungen beschrinke ich mich daher auf

ne€N,1<k<n—-1,2<t<min(2n—e2k),und 1 <e<n-—1

Diese Voraussetzungen gelten fiir alle nachfolgenden Aussagen und werden
gegebenenfalls verschirft.

Bei gewichteten Threshold-Funktionen kann es vorkommen, dafl unterschied-
liche Auswahlen von wesentlichen Variablen trotzdem gleiche Funktionen
erzeugen. Sei n = 20,k = 5,t = 6 und e = 5. Dann ist die Menge K =
{x1, 26,27, 8,29} eine zuldssige Auswahl von wesentlichen Variablen. Ich
nehme weiter an, daf§ ein Algorithmus bereits alle Zwei-Variablen gelernt
hat. Trotzdem kann die Eins-Variable xz; nicht identifiziert werden. Jede
Anfrage mit mindestens drei Zwei-Variablen hat mindestens Gewicht 6 und
liefert eine Eins, so dafl das Hinzuftigen von Eins-Variablen die Antwort
nicht d&ndert. Ebenso liefert eine Anfrage mit héchstens zwei Zwei-Variablen
stets eine Null. Die wesentliche Eins-Variable z; kann also nicht identifi-
ziert werden. Dies bedeutet, dafl alle Mengen, die eine Eins-Variable und
k — 1 Zwei-Variablen enthalten, die gleichen Funktionen erzeugen. Dies tritt
jedoch nur fiir gerades t auf. In diesen Fillen besteht die Lernaufgabe also
darin, die wesentlichen Zwei-Variablen zu finden, da hiermit die ausgew&hlte
Funktion bereits identifiziert ist. Eine analoge Situation ist in den anderen
Funktionenklassen bisher nur dann aufgetreten, wenn die konstante Null-
oder Fins-Funktion betrachtet wurde.

6.1 Grofle der Klasse WTHR, (k)

In diesem Abschnitt bestimme ich die GroéBle der Klasse WTHR, +(k). Es
gibt (}) Moglichkeiten, die & wesentlichen Variablen auszuwihlen. Einige
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dieser Variablenwahlen erzeugen jedoch dieselben Funktionen, z.B. erzeugt
eine Variablenwahl die konstante Null-Funktion, wenn sie mehr als 2k — ¢
Eins-Variablen enthélt. Ich gebe eine Formel mit booleschen Pridikaten an,
die die Berechnung der Grofle von WTHR, +(k) erméglicht. Hieraus kann mit
Hilfe von Satz 1.2 direkt eine untere Schranke fiir die Anzahl notwendiger
Anfragen abgeleitet werden.

Mit w wird der Gewichtsvektor der untersuchten Funktion f € WTHR, (k)
bezeichnet. Fiir eine Auswahl U von Variablen sei wgt(U) die Summe der
Gewichte dieser Variablen, d. h.

wgt(U) := Z w;

el

Dies entspricht der gewichteten Summe, wenn alle Variablen aus U mit Eins
belegt werden.

Ich gebe zunidchst vier Lemmata an, die fiir eine wesentliche Variable v ei-
ne Menge U bestimmen, so dafl wgt(U) < ¢ und wgt(U U{v}) > ¢ gilt,
d.h. die beiden Anfragen U und U U {v} liefern unterschiedliche Antwor-
ten. Diese Lemmata werden im anschlieflenden Satz verwendet, um fiir zwei
verschiedene Auswahlen von wesentlichen Variablen zu zeigen, dafy diese un-
terschiedliche Funktionen erzeugen.

Lemma 6.3: Trennende Anfrage fiir ungerades ¢t < k

Sei t < k, t ungerade, A eine Auswahl von k wesentlichen Va-
riablen und v € A.

Dann existiert eine Menge U C A\{v}, so daff wgt(U) < t und
wgt(U U{v}) >t gilt.

Beweis: Da t ungerade ist, ist % ganzzahlig.

Falls mindestens L5 Zwei-Variablen in A\{v} existieren, kann eine Menge
U so gewdhlt werden , dafl genau % Zwei-Variablen in U liegen. Dann gilt
wgt(U) =t —1 und wgt(U U {v}) > t.

Andernfalls werden alle [ Zwei-Variablen aus A\{v} sowie weitere t — 2/ — 1
Fins-Variablen fiir die Menge U gew&hlt. Dann gilt wgt(U) = ¢ — 1 und

wgt(U U{v}) >t O

Lemma 6.4: Trennende Anfrage fiir gerades ¢t < k

Seit < k, t gerade, A eine Auswahl von k wesentlichen Varia-
blen mit mindestens zwei Eins-Variablen. Sei v € A eine Eins-

Variable.

Dann existiert eine Menge U C A\{v}, so daff wgt(U) < t und
wgt(U U{v}) >t gilt.
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Beweis: Sei w # v eine weitere Eins-Variable aus A. Es werden solange
Variablen aus A\{v,w} in U eingefiigt, bis zum ersten Mal wgt(U) >t — 2
gilt. Da jede Variable hochstens Gewicht Zwei hat, gilt wgt(U) < ¢t — 1,
da sonst bereits vorher wgt(U) > t — 2 eingetreten wire. Falls wgt(U) =
t — 2 gilt, so wird w in U eingefiigt, andernfalls wird U nicht ver&ndert.

Anschliefend gilt wgt(U) =t — 1 und wgt(U U {v}) = t. O

Lemma 6.5: Trennende Anfrage fiir ungerades t > k

Seit=k+cmit0<c<kundt ungerade. Sei A eine Auswahl
von k wesentlichen Variablen mit a Fins-Variablen, wober 0 <
a < k—c gilt. Seive A

Dann existiert eine Menge U C A\{v}, so daff wgt(U) < t und
wgt(UU{v}) >t gilt.

Beweis: Falls v Eins-Variable ist, so existieren weitere ¢ — 1 Eins-Variablen
und k — a Zwei-Variablen. Dann gilt

wgt(A\{v}) = a—-14+2(k—-a)
= k4+(k—a)—-1
> k+e—-1
= t—-1

Falls mindestens eine weitere Fins-Variable w # v existiert, so kann U so
gebildet werden, dafl wgt(U) = t — 1 gilt. Hiermit folgt wgt(U U {v}) =
t. Falls v die einzige Fins-Variable ist, so wird U aus % Zwei-Variablen
gebildet. Dann gilt wgt(U) =t — 1 und wgt(U U {v}) = t.

Falls v Zwei-Variable ist, so werden solange Variablen aus A\{v} in U ein-
gefiigt, bis zum ersten Mal wgt(U) > t — 2 gilt. Da jede Variable héchstens
Gewicht Zwei hat, gilt wgt(U) < ¢t — 1. Hieraus folgt wgt(U) < ¢ und

wgt(U U {v}) > t. O

Lemma 6.6: Trennende Anfrage fiir gerades ¢ > k

Seit=Fk+¢cmit0<c<kundt gerade. Sei A eine Auswahl
von k wesentlichen Variablen mit a Fins-Variablen, wobeir 2 <
a < k—c gilt. Seive A

Dann existiert eine Menge U C A\{v}, so daff wgt(U) < t und
wgt(UU{v}) >t gilt.

Beweis: Falls » Fins-Variable ist, so existieren ¢ — 1 Eins-Variablen und
k — a Zwei-Variablen in A. Dann gilt wgt(A\{v}) >t — 1 (vgl. Beweis von
Lemma 6.5). Wegen a > 2 existiert mindestens eine weitere Eins-Variable
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w # v. Daher kann U so gebildet werden, dafl wgt(U) =t — 1 gilt. Hiermit
folgt wgt(U U {v}) = t.

Falls v Zwei-Variable ist, so werden solange Variablen aus A\{v} in U ein-
gefiigt, bis zum ersten Mal wgt(U) > t — 2 gilt. Da jede Variable héchstens
Gewicht Zwei hat, gilt wgt(U) < ¢ — 1. Hieraus folgt wgt(U) < t und
wgt(U U{v}) >t O

Im néchsten Satz werde ich die Grofle der Klasse WTHR, +(k) bestimmen.
Diese hingt davon ab, wie sich die Parameter e,? und k zueinander verhalten.
Um nicht in der Formulierung des Satzes mehrere fast gleiche Formeln fiir die
verschiedenen Falle notieren zu miissen, verwende ich boolesche Pradikate.

Definition 6.7: Boolesches Pradikat {B}

Sei B eine Aussage, d.h. B kann wahr oder falsch sein. Das
boolesche Pradikat {B} ist Fins, wenn B zutrifft, sonst Null.

Da boolesche Priadikate den Wert Null oder Eins annehmen, kann mit ih-
nen wie iiblich gerechnet werden. Insbesondere kann B mit beliebigen Aus-
driicken multipliziert werden. Dies verwende ich, um Fallunterscheidungen
direkt in Formeln anzugeben. Wenn z. B. die Variable s fiir > 5 den Wert «
und sonst den Wert 243 annehmen soll, so kann dies mit s = 2 +{z < 5} -3
ausgedriickt werden. Dadurch lassen sich komplexe Formeln mit mehreren
Féllen sehr kompakt darstellen.

Satz 6.8: Grofle von WTHR, (k)

Die Klasse WTHR, +(k) enthdlt genau

min(e,k,2k—t) ¢ n—e
£ 0] ¢ o

r=max(0,k—(n—¢))

— {t gerade k-1 <n—e} -(e—l)(Z_i)

verschiedene Funktionen.

Beweis: Ich betrachte zunichst, wieviele unterschiedliche Auswahlen von
wesentlichen Variablen es gibt. Anschlieflend untersuche ich, welche dieser
Auswahlen gleiche Funktionen erzeugen. Dazu werden mehrere Fille unter-
schieden. Falls ¢ gerade ist, so erzeugen alle Auswahlen mit denselben k£ — 1
Zwei-Variablen dieselbe Funktion. Falls ¢ > k gilt, so erzeugt jede Varia-
blenwahl mit mehr als 2k — ¢ Eins-Variablen die konstante Null-Funktion.
Hieraus 148t sich die Anzahl verschiedener Funktionen bestimmen.

Sei K eine beliebige Auswahl von k& wesentlichen Variablen. Die Menge K
enthalte genau r Eins-Variablen und k — r Zwei-Variablen. Dann mufy 0 <
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r<eund 0 <k —r <n—egelten. Dies ist dquivalent zu
max(0,k — (n—e)) < r < min(e, k)

Es gibt genau (%) Moglichkeiten, die Eins-Variablen zu wihlen, sowie (;~7)
Méglichkeiten fiir die Zwei-Variablen. Insgesamt existieren also

min(e,k) ¢ n— e
> b)) o
r=max(0,k—(n—¢))
verschiedene Variablenwahlen. In [12, S. 169, Gleichung (5.22)] wird gezeigt,
daf diese Summe genau (7) ergibt.
Ich untersuche nun, wieviele dieser Variablenwahlen unterschiedliche Funk-
tionen erzeugen.

1. Fall: ¢t ungerade, ¢ < k.

Seien A und B verschiedene Auswahlen von &k wesentlichen Variablen. Ich
zeige, daf} die durch A und B definierten Funktionen unterschiedlich sind,
indem ich eine Variablenbelegung angebe, fiir die die beiden Funktionen
verschiedene Ausgaben erzeugen. Da die beiden Mengen verschieden sind,
existiert ein v € AG B, 0.B.d. A. gelte v € A.

Sei U eine geeignete Auswahl von Variablen aus A, so daf wgt(U) < ¢
und wgt(U U {v}) > t gilt. Solch ein U existiert, wie in Lemma 6.3 gezeigt
wird. Die Variablen aus U sowie die Variable v werden mit Eins belegt,
alle anderen Variablen mit Null. Auf dieser Eingabe erzeugt die durch A
definierte Funktion eine Eins. Die durch B definierte Funktion gibt eine
Null aus, da v nicht in B liegt. Die beiden Funktionen sind verschieden.
Daraus folgt, daf} in diesem Fall alle méglichen Auswahlen von k wesentli-
chen Variablen unterschiedliche Funktionen erzeugen. Mit

t<k <<= 2k—t>k
und Gleichung 6.1 folgt die Behauptung.

2. Fall: t gerade, ¢t < k.

Ich zeige, dafl zwei Auswahlen von k wesentlichen Variablen genau dann
verschiedene Funktionen erzeugen, wenn sie nicht die gleichen k — 1 Zwei-
Variablen enthalten.

Seien A und B verschiedene Auswahlen von k wesentlichen Variablen. Sei
A = AUAy; und B = B{UB,, wobei die jeweils erste Menge die Eins-
Variablen und die zweite Menge die Zwei-Variablen enthilt.

e Sei Ay # By. Dann existiert eine Variable v € A; @ By. 0. B.d. A. gelte
v € Ag. Da t < k gilt, 18t sich eine Menge U C A\{v} angeben, so
daB t—2 < wgt(U) < t—1 gilt. Die Variablen aus U sowie die Variable
v werden mit Eins belegt. Fiir diese Eingabe gibt die durch A erzeugte
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Funktion eine Eins aus, die durch B erzeugte Funktion hingegen eine
Null. Also sind die beiden Funktionen verschieden.

e Sei Ay = By und |Ay| # 1. Dann muf} |A;| > 2 gelten, da die beiden
Mengen A und B verschieden sind. Auflerdem existiert eine Variable
v € A1 B1,0.B.d. A. gelte v € A;. Dann existiert eine Menge U C A,
so daB wgt(U) < t und wgt(U U {v}) > t gilt. Dies wird in Lemma
6.4 gezeigt. Die Variablen aus U sowie die Variable v werden mit Fins
belegt, alle anderen mit Null. Fiir diese Eingabe gibt die durch A er-
zeugte Funktion eine Eins aus, die durch B erzeugte Funktion hingegen
eine Null. Also sind die beiden Funktionen verschieden.

e Sei Ay = By und |A| = 1. Die beiden Mengen unterscheiden sich also
nur in der einzigen Fins-Variable. Ich betrachte zunéchst die durch A
erzeugte Funktion. Sei v die Eins-Variable aus A. Ich zeige, daf} fiir
jede Auswahl S von Variablen die Antworten der durch A erzeugten
Funktion auf die Anfragen S und S U {v} gleich sind. Falls S die
Variable v enthélt, so ist dies klar. Sei also v € 5. Ich nehme 0. B. d. A.
an, daf§ 5 nur Variablen aus A enthilt, da unwesentliche Variablen die
Antworten nicht beeinflussen.

Falls die Menge 5 hichstens £ — 1 Variablen aus A\{v} enthilt, so gilt
wgt(S) < 2(£ — 1) = t — 2. Die Antworten auf die Anfragen S und
S U{v} sind beide Null, da v eine Eins-Variable ist.

Falls die Menge S mindestens £ Variablen aus A\{v} entilt, so gilt
wgt(5) > 2£ = t. Die Antworten auf die Anfragen S und S U {v} sind
beide Eins.

Da sich die Mengen A und B nur durch die Eins-Variable unterschei-
den, kénnen die entsprechenden Funktionen nicht unterschieden wer-
den, da eine einzelne Fins-Variable die Antworten nicht beeinflussen
kann.

Ich untersuche nun die Anzahl der verschiedenen Funktionen, die fiir gerades
t < kin WTHR, +(k) liegen. Falls k—1 > n—e gilt, so kann in einer Auswahl
von k Variablen nicht genau eine Eins-Variable liegen. In diesem Fall erzeu-
gen alle Auswahlen von wesentlichen Variablen verschiedene Funktionen. ks

r=max(0,k—(n—¢)) " k—r
verschiedene Funktionen in WTHR, +(k).
Andernfalls gilt £ — 1 < n — e. Die Variablenwahlen, die dieselben k& — 1

Zwei-Variablen enthalten, erzeugen dieselbe Funktion. Dies bedeutet, dafl

diese ({)(;~;) Variablenwahlen nur (}~}) verschiedene Funktionen erzeugen.

liegen also
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Insgesamt liegen in diesem Fall
RN i ey R iy
rmax(0 ke (n—c)) rf\k—r 1/\k—-1 k—1
min(e k) (6) (n — 6) n—e
)l
r=max(0,k—(n—¢)) " k—r k-1

verschiedene Funktionen in WTHR, ;(k). Mit t < k <= 2k —t > k folgt
die Behauptung.

3. Fall: ¢t ungerade, t > k.

Sei t = k4 ¢ mit 0 < ¢ < k. Ich zeige, daB} alle Variablenwahlen mit mehr
als k — ¢ Fins-Variablen die Null-Funktion erzeugen. Alle anderen Varia-
blenwahlen definieren verschiedene Funktionen. Seien A und B verschiedene
Variablenwahlen mit @ bzw. b Eins-Variablen.

o Seia,b>k—c Esgilt wgt(A)=a+2(k—a)=2k—a<k+c=1t.
Also ist die durch A erzeugte Funktion die konstante Null-Funktion.
Da gleiches fiir B gilt, stimmen die beiden Funktionen iiberein.

e Sei a > k—c¢,b < k — ¢. Die durch A definierte Funktion ist die
konstante Null-Funktion. Es gilt

wgt(B) = b+2(k-0b)
= 2k—b
> k+ec
= 1

Die durch B definierte Funktion liefert fiir die Anfrage B eine Fins.
Die beiden Funktionen sind also verschieden.

o Sei a <k —c,b>k—c. Dies ist analog zum vorherigen Punkt.

e Sei a,b < k — ¢. Es existiert eine Variable v € A @ B, 0.B.d. A. sei
v € A. Dann kann eine Menge U von Variablen aus A gefunden werden
mit wgt(U) < t und wgt(U U {v}) > t. Dies wird in Lemma 6.5 gezeigt.
Die Variablen aus U sowie v werden mit Eins belegt, alle anderen mit
Null. Fiir diese Eingabe liefert die durch A erzeugte Funktion eine
Eins, die durch B definierte Funktion hingegen eine Null. Die beiden
Funktionen sind also verschieden.

Fiir Mengen mit mehr als & — ¢ = 2k — ¢t Eins-Variablen ist die hierdurch
erzeugte Funktion die konstante Null-Funktion. Alle Mengen mit héchstens
2k — t Eins-Variablen erzeugen verschiedene Funktionen. Somit enthélt die

Klasse WTHR, +(k) in diesem Fall genau
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min(e,k,2k—t)
> L)
r=max(0,k—(n—¢)) " k—r

verschiedene Funktionen.

4. Fall: ¢ gerade, t > k.

Sei t = k4 ¢mit 0 < ¢ < k. Ich zeige, daf} alle Variablenwahlen mit mehr
als k& — ¢ Eins-Variablen die Null-Funktion erzeugen. Die anderen Varia-
blenwahlen definieren verschiedene Funktionen, wenn sie nicht genau eine
Eins-Variable enthalten.

Seien A und B verschiedene Variablenwahlen mit @ bzw. b Eins-Variablen.

1. Unterfall: n —e < k—1. Iis kann keine Auswahl von k Variablen mit genau
einer Eins-Variablen geben. Also muf} a,b > 1 gelten. Ich unterscheide, ob a
und b groBer als k — ¢ sind oder nicht, d. h. ob die Funktionen konstant Null
sind oder nicht.

e Sei a,b >k — c. Dann gilt

wgt(A) = a+2(k—a)
< k4+e¢
= 1

und wgt(B) < t. Also sind die durch A und B erzeugten Funktionen
beide die konstante Null-Funktion und somit identisch.

Sei a > k—cund b < k — ¢. Dann sind die durch A und B definierten
Funktionen verschieden. Die erste Funktion ist die konstante Null-
Funktion. Es gilt wgt(B) > t, d.h. die zweite Funktion ist nicht die
Null-Funktion.

Seia < k—c¢und b > k — ¢. Dann sind die beiden Funktionen ver-
schieden, wie man analog zum vorherigen Punkt sieht.

Sei a,b < k—c. Da A und B verschieden sind, existiert ein v € A® B,
0.B.d.A. gelte v € A. Dann existiert eine Menge U C A\{v}, so
daB wgt(U) < t und wgt(U U{v}) > t gilt. Dies wird in Lemma 6.6
gezeigt. Die Variablen aus U sowie die Variable v werden mit Eins
belegt, alle anderen mit Null. Auf dieser Eingabe liefert die durch A
erzeugte Funktion eine Fins, die durch B erzeugte Funktion hingegen
eine Null.

Die Variablenmengen mit mehr als k—c = 2k—1 Fins-Variablen erzeugen alle
die konstante Null-Funktion. Alle anderen Variablenauswahlen definieren
verschiedene Funktionen. Hieraus folgt die Behauptung.
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2. Unterfall: » —e > k— 1. Sei A = AjUA; und B = B1UB,, wobei die
jeweils erste Menge genau die Eins-Variablen aus A bzw. B enthalte. Ich
unterscheide, ob die beiden Mengen A; und Bj iibereinstimmen, ob a = 1
gilt und ob a,b > k — ¢ gilt.

e Sei Ay = By und a = 1. Die beiden Mengen unterscheiden sich nur in
der einzigen Eins-Variable. Analog zum zweiten Fall 148t sich zeigen,
daf} die durch A und B erzeugten Funktionen identisch sind, da die ein-
zige Ilins-Variable fiir gerades ¢t das Antwortverhalten der Funktionen
nicht beeinflufit.

e Sei Ay = By und a > 1. Wie im 1. Unterfall 148t sich zeigen, daf} die
durch A und B erzeugten Funktionen genau dann identisch sind, wenn
a,b > k — c gilt, da dann beide Mengen die konstante Null-Funktion
definieren.

e Sei Ay # By. Wie im 1. Unterfall 148t sich auch hier zeigen, daf} die
durch A und B erzeugten Funktionen genau dann identisch sind, wenn
a,b > k — c gilt, da dann beide Mengen die konstante Null-Funktion
definieren.

Jede Auswahl von mehr als k& — ¢ Fins-Variablen erzeugt die konstante Null-
Funktion.

Alle Auswahlen von Variablen mit denselben k — 1 Zwei-Variablen stimmen
iiberein. Also erzeugen diese (})(;_]) Variablenwahlen nur (7~]) verschiede-
ne Funktionen.

Insgesamt liegen in diesem Fall

min(e,k,2k—t)
r=max(0,k—(n—¢)) " k—r k-1
verschiedene Funktionen in WTHR, ,(k).
O

Aus der allgemeinen unteren Schranke fiir Funktionenklassen (vgl. Satz 1.2)
und der GréBle von WTHR, +(k) kann natiirlich direkt eine untere Schranke
fiir diese Funktionenklasse angegeben werden. Diese untere Schranke ist ge-
nau der Logarithmus der Grofle der Funktionenklasse WTHR, ¢(k) aus dem
letzten Satz. Ich verzichte hier auf eine explizite Angabe.
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6.2 Ein Algorithmus fiir WTHR, (k) mit in n linea-
rer Laufzeit

Satz 6.9: Linearer Algorithmus fir WTHR, (k)

Die Klasse WTHR, +(k) kann mit héchstens 2n Anfragen gelernt
werden.

Beweis: Ich gebe zwei Hilfsalgorithmen an, die mit linearer Suche arbeiten.
Beide Algorithmen verwenden hochstens 2n — 1 Anfragen. Mit der Anfrage
{Zet1,...,2,} kann entschieden werden, welcher der beiden Algorithmen
ausgefithrt wird. Insgesamt werden héchstens 2n Anfragen gestellt. Beide
Algorithmen stoppen, sobald k& wesentliche Variablen gefunden wurden.

Der erste Algorithmus 6.10 setzt voraus, dafy die Menge aller Zwei-Variablen
eine Eins erzeugt. Der Algorithmus identifiziert zunédchst alle Zwei-Variablen
mit linearer Suche. AnschlieBend unterscheidet der Algorithmus, ob der
Thresholdwert ¢ gerade oder ungerade ist, und identifiziert die gesuchte
Funktion.

=1

Fiir ungerades ¢ wihlt der Algorithmus genau 5= wesentliche Zwei-Vari-

ablen. Dies ist moglich, da die Anfrage aller Zwei-Variablen nach Voraus-
setzung eine Eins liefert. Daher miissen mindestens % wesentliche Zwei-
Variablen existieren. Die gewichtete Summe dieser Variablen ist genau ¢ — 1.
Mit dieser Menge kénnen alle Eins-Variablen identifiziert werden. Damit
sind alle wesentlichen Variablen bekannt.

Falls t gerade ist, so muf} zundchst ein spezieller Fall betrachtet werden. Falls
genau k — 1 wesentliche Zwei-Variablen existieren, so ist die gewichtete Sum-
me dieser Variablen gerade und es gibt genau eine wesentliche Eins-Variable
x. Da die Variable 2 die Antworten der gesuchten Funktion nicht beeinflufit,
stoppt der Algorithmus, da die Funktion bereits vollstindig identifiziert ist.
Andernfalls gibt es mindestens zwei wesentliche Eins-Variablen. Der Algo-
rithmus wihlt % — 1 wesentliche Zwei-Variablen. Die gewichtete Summe die-
ser Variablen ist genau ¢ — 2. Es werden solange Fins-Variablen hinzugefiigt,
bis eine Eins als Antwort erzeugt wird. Mit dieser Menge konnen alle Fins-

Variablen mit linearer Suche gelernt werden.

Der zweite Algorithmus 6.11 setzt voraus, dafl die Menge aller Zwei-Va-
riablen eine Null liefert. Zur Menge aller Zwei-Variablen werden héchstens
solange Eins-Variablen hinzugefiigt, bis eine Antwort Fins erzeugt wird. Falls
keine Eins gefunden wird, ist die gesuchte Funktion die konstante Null-
Funktion und der Algorithmus stoppt. Anderfalls kénnen alle Eins-Variablen
mit linearer Suche identifiziert werden.

Falls mindestens ¢ — 2 wesentliche Fins-Variablen gefunden wurden, so wer-
den hiermit alle Zwei-Variablen identifiziert. Andernfalls werden zur Men-
ge aller wesentlichen Eins-Variablen solange Zwei-Variablen hinzugefiigt, bis



6.2. LINEARER ALGORITHMUS 115

eine Fins erzeugt wird. Hiermit kénnen dann alle Variablen identifiziert wer-

den.

Ich gebe nun die beiden Algorithmen an. Zu jedem Schritt wird am Rand
die maximale Anzahl der gestellten Anfragen angegeben, um die Laufzeit-
berechnung zu vereinfachen.

Algorithmus 6.10:

1.

Frage {¢cq1,...,2;} fiir i = n,..., e solange, bis fiir i = ig — 1 zum
ersten Mal eine Null geantwortet wird. Dann ist z;, eine wesentliche
Variable und A = {&c41,..., 2} liefert eine Eins.

. Frage A\{z;, } U {a;} fiir ig + 1 < ¢ < n. Jede Eins identifiziert eine

wesentliche Variable.

. Frage A\{x;} fiir e+ 1 < ¢ < ip — 1. Jede Null identifiziert eine we-

sentliche Variable.

Falls t ungerade ist: Wihle % der bekannten wesentlichen Zwei-
Variablen aus und bilde die Menge B aus diesen Variablen. Die ge-
wichtete Summe der Variablen aus B ist genau ¢ — 1. Frage B U {x;}
fir 1 < 12 < e. Jede Eins identifiziert eine wesentliche Variable. An-
schlieflend sind alle Variablen identifiziert. STOP.

. Andernfalls ist ¢ gerade. Falls genau k — 1 wesentliche Zwei-Variablen

gefunden wurden, so ist die Funktion bereits vollstindig gelernt, da
die eine Eins-Variable keinen Einflufi auf die Antworten der Funktion

hat. STOP.

. Andernfalls gibt es mindestens zwei wesentliche Fins-Variablen. Wihle

% — 1 der wesentlichen Zwei-Variablen aus und bilde die Menge C' aus

diesen Variablen.

Frage C'U {zy,...,2;} fir 1 < j < e solange, bis zum ersten Mal
fiir j = jo eine Eins geantwortet wird. Dann ist z;, eine wesentliche

Variable.

. Frage CU{z;,} U{z;} fiir 1 <i < emiti# jo. Jede Eins identifiziert

eine wesentliche Variable.

Laufzeit:

Fiir ungerades ¢ werden maximal

(n—ig+2)+(n—ip)+(tlo—e—1)+e=2n—1ip+ 1

Anfragen gestellt.

Anfragen:
n—i0—|—2
n—io

io —e—1
€

Jo

e—1



Anfragen:
€

Jo—1
€—Jo
n—e
n—e
io—@—l
n—io
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Falls t gerade ist, verwendet der Algorithmus héchstens

(n—ido+2)+(n—io)+(io—e—1)+jo+ (e —1)=2n -1+ jo

Anfragen. Wegen 19 > e > jo > 1 stellt Algorithmus A in beiden Fillen
hochstens 2n — 1 Anfragen.

Algorithmus 6.11:

1.

2.

Sei D =A{xct1,...,%n}.

Frage DU{zy,...,2;} fiir 1 < j < e hochstens solange, bis zum ersten
Mal eine Eins geantwortet wird. Falls keine Eins erzeugt wird, so ist
die gesuchte Funktion die konstante Null-Funktion, STOP. Andern-
falls werde fiir j = jo die erste Eins erzeugt. Dann ist =, wesentliche

Variable.

. Frage DU{aq,... 25, }\{z;} fir 1 <@ < jo— 1. Jede Null identifiziert

eine wesentliche Variable.

. Frage DU {z1,...,20-1} U{z;} fiir jo + 1 <@ < e. Jede Eins identi-

fiziert eine wesentliche Variable.

. Falls mindestens ¢ — 2 wesentliche Fins-Variablen gefunden wurden,

so wird eine Menge I gebildet, die aus genau t — 2 solcher Variablen
besteht. Frage F U {z;} fiir e + 1 < i < n. Jede Eins identifiziert eine
wesentliche Zwei-Variable. Anschlieflend sind alle Variablen bekannt.

STOP.

. Andernfalls sind weniger als t — 2 wesentliche Eins-Variablen bekannt.

Sei I’ die Menge dieser Variablen.

. Frage FU{xcyy,...,2;} fiir e + 1 < i < n solange, bis fiir i = ip eine

Eins geantwortet wird. Die Variable x;, ist wesentlich.

. Frage FU{zci1,..., 2 \{2n} fir e+ 1 < m < ig— 1. Jede Null

identifiziert eine wesentliche Variable.

. Frage FU{&cp1,...,2-1F U{an} fir ig+ 1 < m < n. Jede Eins

identifiziert eine wesentliche Variable.

Laufzeit:

Falls mindestens ¢ — 2 wesentliche Eins-Variablen existieren, so stellt der
Algorithmus héchstens

e+ (o= 1)+ (e—jo)+(n—e)=nte—1
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Anfragen. Andernfalls verwendet der Algorithmus maximal
e+ (Jo—1)+(e—Jo)+(n—e)+(tlo—e—1)+(n—1ip) =2n—2

Anfragen. Da e < n gilt, stellt Algorithmus B in beiden Fillen h&chstens
2n — 1 Anfragen.
O

In manchen Schritten lassen sich einige Anfragen einsparen, indem z.B.
ausgenutzt wird, dafl in einer Menge die Anzahl der wesentlichen Variablen
bekannt ist, oder mit bindrer Suche. Hierdurch 14t sich jedoch die Giite des
Algorithmus nicht wesentlich verbessern (vgl. Bemerkungen zu Algorithmus
2.6).

6.3 Ein Algorithmus fiir WTHR, (k) mit ¢t < k

Ich gebe einen Algorithmus an, der fiir ¢ < k die Klasse WTHR, (k) lernt.
Dieser bestimmt zun&chst einen minimalen Index s, so dal die Anfrage
Z1,...,%s eine Fins liefert. Anschliefend werden alle wesentlichen Varia-
blen identifiziert, indem auf geeigneten Mengen Algorithmen fiir Disjunk-
tionen und Konjunktionen verwendet werden. Solche Algorithmen werden
in [24] angegeben. Bei diesen Algorithmen muf} unterschieden werden, ob
fiir eine Menge U, fiir die ein Algorithmus aufgerufen wird, die Anzahl der
wesentlichen Variablen, die in U liegen, bekannt ist oder nicht. Ich werde die
Bezeichnung OR"(r) verwenden, wenn dem Algorithmus die Anzahl r der
wesentlichen Variablen bekannt ist, andernfalls O R. Mit T(OR™(r)) bezeich-
ne ich die Laufzeit fiir einen Algorithmus, der die Anzahl der wesentlichen
Variablen r kennt. Falls diese Anzahl dem Algorithmus nicht bekannt ist,
wird die Laufzeit mit T(OR™, 1) bezeichnet, wobei [ die Anzahl der vom
Algorithmus gefundenen wesentlichen Variablen angibt. Fiir AN D"(r) und
AN D™ gilt entsprechendes.

Ich werde zu jedem Schritt die maximale Anzahl notwendiger Anfragen am
Rand angeben.

Der Algorithmus stoppt, sobald k& wesentliche Variablen identifiziert wurden.

Algorithmus 6.12:

1. Mit bin&rer Suche wird das minimale s € [£, n—k+1] bestimmt, so daf
die Anfrage z1, ..., 2, eine Eins liefert. x, ist wesentliche Variable. Das
gesuchte s mufl mindestens %

moglich ist. Andererseits gibt es nur n — k unwesentliche Variablen,

so daf} eine Anfrage mit » — k 4+ ¢ Variablen auf jeden Fall eine Eins

liefert.

sein, da sonst eine Antwort Eins nicht

2. Falls s < e gilt, so folgt wgt({z1,...,25}) = t (vgl. Seite 106) und
die Menge {z1,...,25} enthdlt genau ¢ wesentliche Variablen. Mit

Anfragen:
log(n—k+t— % +1)
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T(AN D*(t))
T(OR"*(k —1t))

3
T(AND*=¢,1)

4
T(OR™?,m)

5

6
log e

7
T(AN D(r1))

8
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einem Algorithmus fiir AN D?(¢) werden alle wesentlichen Variablen

in {z1,...,2s} bestimmt. Mit einem Algorithmus fiir OR"~*(k—1), in
dem jede Anfrage mit der Menge {x1,...,2,_1} erginzt wird, werden
alle wesentlichen Variablen in {zs41,...,2,} bestimmt. Danach sind

alle wesentlichen Variablen bekannt. STOP.

. Andernfalls gilt s > e. Die Variable z, ist Zwei-Variable. Mit ei-

nem Algorithmus fiir AN D*7° in dem jede Anfrage mit der Men-
ge {x1,...,2.} erginzt wird, werden alle wesentlichen Variablen in
{Zeq1,. .., 25} identifiziert. Dies seien [ wesentliche Variablen.

. Mit einem Algorithmus fiir OR™™?, in dem jede Anfrage mit der Men-

ge {x1,...,25_1} ergidnzt wird, werden alle wesentlichen Variablen in
{Zs41,...,2,} identifiziert. Dies seien m wesentliche Variablen. Da-
nach sind alle Zwei-Variablen identifiziert. Es sei r9 = { + m.

. Falls ro = k — 1 gilt und ¢ gerade ist, so kann die verbleibende Eins-

Variable nicht identifiziert werden. Die Funktion ist vollstindig gelernt.

STOP.

. Falls ro = k — 1 gilt und ¢ ungerade ist, so kann die wesentliche Eins-

Variable mit einer bindren Suche auf zy,...,z. gelernt werden, bei
i—1

der jeder Anfrage == wesentliche Zwei-Variable hinzugefiigt werden.

Nach dieser Suche sind alle Variablen identifiziert. STOP.

. Andernfalls gilt ro < k— 1. Sei 1y = k —ry. Falls ¢t und r; beide gerade

oder beide ungerade sind, so gilt wgt({z1,...,2s}) =, da s minimal
gewdhlt wurde. Mit einem Algorithmus fiir AN D¢(r1), bei dem jeder
Anfrage die Menge {xcy1,...,2s} hinzugefiigt wird, kénnen alle we-
sentlichen Eins-Variablen gelernt werden. Danach sind alle Variablen
identifiziert. STOP.

. Falls £ und 7y verschiedene Paritdt haben, so gilt wgt({z1,...,2:}) =

t + 1. Mit folgender modifizierter bindren Suche wird eine wesentliche
Eins-Variable identifiziert. Dabei gilt stets, dafl AUW eine Fins liefert,
A mindestens eine wesentliche Variable enthilt und W eine Null liefert.

Zu Beginn wird A = {z1,...,2.} und W = {&.y1,..., 25} gesetzt.
Solange, bis A einelementig wird, werden folgende Schritte ausgefiihrt:

o Teile A in zwei anndhernd gleichgrofie Mengen B und C auf.
Frage BUW.

Falls die Antwort Null ist, so entdlt C' mindestens eine wesentliche

Variable. Setze W = W U B und 4 = C.

Falls die Antwort Eins ist, so enthdlt B mindestens eine wesent-

liche Variable. Setze A = B.
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Die in A liegende Variable v ist eine wesentliche Fins-Variable.

9. Es gilt wgt({z1,...,2s}\{v}) = t. Mit einem Algorithmus fiir die
Klasse AND"(ry — 1), bei dem v aus jeder Anfrage entfernt und
{Zer1,..., 25} jeder Anfrage hinzugefiigt wird, konnen alle verblei-
benden Eins-Variablen identifiziert werden.

Laufzeit:

In [24] wird gezeigt, daBB AN D*(b) bzw. OR*(b) ohne Kenntnis von b mit
jeweils O(2b(log ¢ 4 2)) Anfragen gelernt werden konnen. Diese Laufzeit-
abschitzung wird im Folgenden verwendet:

e Fiir s <e:

0 <logn—|—tlog§—|—(k—t)logz:j—I—k)

o Mirs>er>k—1:

S — € n

+ mlog

O(logn—l—llog _S—I—l—l—m)

m

o Iiir s > e,r <k — 1,1t und ry gleiche Paritit:

S — € i1

+ mlog

O(logn—l—llog +r110gi+k)
™

n
m
o Iiir s > e,7r <k — 1, und ry ungleiche Paritit:

S — € i1

;i + mlog

O(logn—l—llog +r110g3+k)
™

n

m
Ich verzichte darauf, hier einen vollstdndigen Vergleich zwischen den unteren
Schranken (vgl. Bemerkung nach Satz 6.8) und der Laufzeit der beschrie-
benen Algorithmen anzugeben und beschrinke mich auf ein Beispiel. Sei
e = 5,1 <k,tungerade und & < . Dann ist die Funktion klog 7 monoton
steigend und es gilt & < klog £. Der Algorithmus 6.12 hat dann Laufzeit

O(klog %), da m,l, 71,72 < k und s < n gilt. Die untere Schranke lautet in
diesem Fall (vgl. [12, S. 169, Gleichung (5.22)])

e i ot | I et

v
e
—
o

03

log e

T(AN D= (r1 —1))



120 KAPITEL 6. GEWICHTETE THRESHOLD-FUNKTIONEN

Also ist der Algorithmus asymptotisch optimal fiir diese Parameter.

Da gewichtete Threshold-Funktionen den ungewichteten Threshold-Funkti-
onen sehr dhnlich sind, vermute ich, daf sich die entsprechenden Frgebnisse
aus Kapitel 3 und aus [24] auf gewichtete Threshold-Funktionen iibertragen
lassen.



Anhang A

Binare Suche

Die bindre Suche taucht in verschiedenen Formen an mehreren Stellen in
dieser Arbeit auf. Ich méchte hier eine formale Definition der entsprechenden
Suchaufgabe angeben und zeigen, dafl auf n Objekten mit [logn| geeigneten
Tests ein Objekt identifiziert werden kann.

Eine Suchaufgabe besteht aus einer Eingabemenge S = {zy,...,2,} und
einem Suchkriterium f : P(5) — {0, 1}, das fiir jede Menge R C S angibt,
ob diese das Kriterium erfiillt (f(R) = 1) oder nicht (f(R) = 0). Es gibt
mindestens einen Index ¢ € [n], so dafl {z;} das Kriterium erfiillt. Wenn
eine Menge R das Kriterium erfiillt, so auch jede Obermenge von R. Aufler-
dem existiert in solch einer Menge mindestens ein @ € R, so dafl {z} das
Kriterium erfiillt.

Gesucht ist ein Objekt z; € 5, welches das Kriterium erfiillt.

Satz A.l: Binare Suche

Gegeben sei eine allgemeine Suchaufgabe mit Fingabemenge S =
{z1,... 2.} und Suchkriterium f : P(S) — {0,1}. Diese Auf-
gabe kann mit bindrer Suche mit hichstens [log n| Aufrufen von
[ im worst-case gelost werden.

Beweis: Die bindre Suche startet mit R = 5. Die aktuell untersuchte Menge

R wird in zwei etwa gleichgrofie Teilmengen R und Ry aufgeteilt, die [@w

bzw. {@J Elemente enthalten. Es wird f(R;) bestimmt. Falls f(Ry) = 1
gilt, so wird R = Ry, andernfalls R = R, gesetzt, und die Suche rekursiv
fortgesetzt. Die Suche endet, wenn die untersuchte Menge R einelementig ist.
Die Menge R erfiillt das Kriterium, das Flement € R wird als Suchergebnis
ausgegeben.

Fiir die Laufzeitanalyse sei T'(r) die worst-case- Laufzeit fiir eine r-elementige
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Menge. Es gilt

T(1) = 0

1) = max (147 ([5]).1+7([3]))
()

Fiir eine Eingabemenge der Gréfe r = 2 mufl der Algorithmus genau ¢-mal
die Menge halbieren, um eine einelementige Menge zu erhalten, also genau
t-mal das Kriterium f auswerten. Da die Funktion T monoton steigend ist,
gilt T(r) < T(2M°871). Also benétigt der Algorithmus fiir eine r-elementige
Menge im worst-case héchstens [logr] Aufrufe von f. O



Anhang B

Formelsammlung

Dieses Kapitel enthélt eine Zusammenstellung von einigen Formeln und
Abschitzungen, die ich im Laufe der Arbeit verwende. Ich verzichte hier
bewuBt auf ,schéne* Uberleitungen zwischen den einzelnen Aussagen, da
dieser Teil als Formelsammlung gedacht ist und wohl niemand dieses Kapi-
tel als zusammenhingenden Text lesen wird. Aussagen, die ich aus der Li-
teratur ibernommen habe, sind durch entsprechende Referenzen am Rand
gekennzeichnet. Sofern in der Literatur ein Beweis der Aussagen fehlt, gebe
ich einen solchen explizit an.

Binomialkoeffizienten

Lemma B.1: [24, S. 4]

Seienn,k €IN mit 1 <k<n-1.

Dann gilt

(A1)

hEn
(A2) (Z) < (%) |
( ) 1 1 n"tz

A3 S .
(43) eTFR 2T kRS (n — k)RS

vV

1
n el2n n”"‘z
A < .
(44) (k) V21 ks (n — )kt

Beweis: Fiir die zweite, dritte und vierte Abschdtzung wird die Stirlingsche
Formel aus Satz B.10 verwendet.
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zu Al:
n B n!
k B El(n —k)!
o onn—=1)...(n—k+1)
B k(k—1)...1
_onn-1 n—(k-1)
o kk—=1"""k—(k-1)
S nn n
- kkTk
- (3)
B k
zu A2:
n B n!
k B El(n —k)!
onn—=1)...(n—k+1)
N k!
nk
S W
nkek
ek
e
- k
zu A3:
n B n!
k B El(n —k)!
nt+l k n—k
n"T2 1 € 1 1 € 1
> V27 . .
e 21 kktr eme V27 (n— k)”_k‘i'% T
o n"ts 1
B V2T kk+%(n — k)n_k‘l'% eﬁen(i—k)
1 nts 1

V2T (= k)Rt TR



zu A4:

Lemma B.2:

125

n!

El(n—k)!

\/Q_nn-l-;— % 1 ek 1 en—k
s elzn -

" V2T R V2 (0 — k)R

1 itz

2T kk"'%(n — k)”"“‘%

Seten n,k € IN mit 1 <k < 2.

Dann gilt

Beweis:
zu B1:

zu B2:

(B1)

b2

(B2) S (7;)

r=1

1

€12n

IN IN
N N | =
TN ——
>~ 3 >~ 3
~— T

vV
TN
w
|
—
-+
S|w

(A4
N}
TN
>~ =3
~—

Ich zeige zundchst mit Induktion, daf} fir 0 < ¢ < k — 1 die Abschitzung

b2 =)

gilt. Der Fall ¢ = 0 ist trivial.
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TA: ¢ = 1. Dies ist die Aussage von der Aussage Bl in diesem Lemma.

IS: ¢ — ¢+ 1.

Hieraus folgt

Lemma B.3:

Sein € IN.
Dann gilt

Beweis:

(

ANHANG B. FORMELSAMMLUNG

k—(i—|—1)) B (k—i—l)

IN IN
TN N
DN | =
N o~

+ | 3
= -,
/\\_/

>~ 03

SN——

IN

IN
N}
TN
>~ =3
~—
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O-Notation
Lemma B.4:

Seien n, k € IN mit k= Q(, /527) und k < 5.

Dann gilt
n n

Beweils: Es existiert eine Konstante ¢ > 0,sodal k > ¢, /+2—

logn
grofles n gilt. Ich zeige, daf} eine Konstante d > 0 existiert, so daf3

fiir gentigend

< dklog % (B.1)
fiir geniigend grofles n gilt. Hieraus folgt die Behauptung.

In Lemma B.15 wird gezeigt, da die Funktion %2 log 7 lir £ < = monoton
steigend in k ist. Daher wird die rechte Seite minimal, wenn & minimal wird.

Dak>c¢ @ gilt, geniigt es, fiir k = ¢ logn zu zeigen, daf} eine geeignete

Konstante d existiert. Sei d := 3. Dann gilt fiir grofes n (z.B. n > 2°)

log n
2] nlogn
2 logn
2
e n<dS—logy loen
log n c?
= n<dc r log
log n c logn

Hieraus folgt mit k& = ¢

logn die Ungleichung B.1.

Lemma B.5:

Sein,k € IN mit k = O(n'™*) fiir ein € > 0.
Dann gilt
klogh = O (klog %)

[24, S. 17]

[24, S. 18]
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Beweis: Sei k < en!~¢ fiir eine Konstante ¢ > 0 und n groB genug. Ich zeige,
daf} eine Konstante d > 0 existiert, so dafl

kbgkgdkbg%

fiir geniigend grofles n gilt.

Nach Division durch k ist die linke Seite der obigen Ungleichung monoton
steigend und die rechte Seite monoton fallend in k, daher tritt der ,,schlech-
teste® Fall in dieser Ungleichung genau dann ein, wenn & maximal wird.
Deswegen reicht es, k = en'~¢ zu betrachten. Dann ist zu zeigen, daf

log (cnl_e) < dlog (%ne)

gilt. Diese Ungleichung ist dquivalent zu

At < pld+n)e-t

Fiir d := 2=< gilt (d + 1)e — 1 = 1 und somit die obige Ungleichung fiir

geniigend grofles n.

O

Lemma B.6:

Seien n,k € IN mit k = O(n'™¢) fiir ein € > 0.
Dann gilt
M%n:O<M%%)

Beweis: Sei k < en!~¢ fiir eine Konstante ¢ > 0 und n grof genug.
Ich definiere die Konstante d := % und zeige, daf} fiir grofies n die Unglei-
chung

logn < dlog%

gilt. Hieraus folgt die Behauptung.
Da der rechte Term monoton fallend in k ist, reicht es, &k = ¢en
trachten. Dann gilt fiir n grof genug:

1= zu be-

=)

logn < dlog%

1
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]

Lemma B.7:

Sein, ke IN mit 1 <k <n.

Dann gilt k = Q( logn) oder es existiert ein € > 0, so daff

k= 0(n'"%) gilt.
Beweis: Falls k > /i gilt, so folgt direkt & = Q(, /i55).
Andernfalls gilt & < ,/@, also auch k < /n und somit k = O(n%) =
O(n'™¢) fiir € = 1. O

Gaulklammern

Lemma B.8:

Seien a,b € IR mit 0 < b < a.
Dann gilt [a] — |b] < [a —b] + 1.

Beweis: Seien a, und b, die ganzzahligen Anteile und a, und b, die nicht-
ganzzahligen Anteile von ¢ und b, d.h. es gilt

a = a4+ a;

b = by+b,

mit ag,b; € INg und 0 < a,,b, < 1. Mit der folgenden vollstdndigen Fallun-
terscheidung ergibt sich die Behauptung.

o 1. Fall: @, = b, = 0. Es gilt [a] — [b] = ay — b, und [a — b] = a, — b,.

o 2. Fall: ¢, = 0,b, > 0. Es gilt [a] — [b] = a; — by und [a —b] =
ag—by+ [—b.] = a, — by.
e 3. Fall: @, > 0,0, = 0. Es gilt [a] — |b] = a;+1—b, und [a—b] =
ag — by + 1.
o 4. Fall: a, > 0,b, > 0.
— 1. Unterfall: a, = b,: Es gilt [a] — [b] = a;+1—b, und [a — b] =
ag — by.
— 2. Unterfall: a, > b,: Es gilt [a] — [b] = a;+1—b, und [a — b] =
ag—by+ [a, —b,] =a;—b,+1,da0<a, —b, <1

— 3. Unterfall: a, < b,: Es gilt [a] — [b] = a;+1—b, und [a — b] =
ag—by+ [a, —b,] = a; — by, da -1 < a, — b, <O.

[24, S. 16]
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O
Lemma B.9:
Sei k,pe N mit 1 <p<Ek.
Dann gilt
k
—|—1)*xp<k-1
P
Beweis: Sei k = ap+ r mit a € INg und 0 < r < p.
1. Fall: » = 0.
)
—|—=1)p = (a—1)p
(15 (€=
- k-
< k-1
2. Fall: » > 0.
(1= = (5=1-)
P P
r
- (+[5-1])
P
= k—r
< k-1
O
Weitere Formeln
Satz B.10: Stirlingsche Formel
Sein € IN. Dann gilt
nts s
V2 <n! <27 €Ten
en en
Lemma B.11:
Seien a, B,C > 0.
Dann gilt
1
loga = %85 4




Beweis:
logg a
1 =
OBc @ 10gB C
— logpaloggC =logga
— (BlOgB C)logc R
— a=a
Lemma B.12:
Seien A, B > 0.
Dann gilt
AlogB — BlogA
Beweis:
AlogB 4T
— Bra
log 4 A
— B log A
— BlogA
Lemma B.13:
Sein €IN.
Dann gilt
Z 12! = 1)2mt! 42
Beweis: Die Behauptung wird durch Induktion iiber n gezeigt:
TA: n =1.
1
Yt o= 2
=1
= (1-1)2*+2
IS:n —n+ 1.

n+1

b o= 212’ (n 4 1)2m*!
=1

= 2n2”+1 +2
= ((n+1)=1)20F0+ 49
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O
Lemma B.14:

Seir € IN. Fir i € [r] sei a; € ]0,n], so daff

”
g a;=n
=1

gilt.
Dann wird 7', loga; mazrimal genau dann, wenn a; = % fir
alle @ € [r] gilt.

Beweis: Es existieren u; € ]0,1], so dafi a@; = pg;n und Y i_; g;n = n gilt.
Dann folgt

Sloga; = 3 log(uin)
=1 =1

= 3 (log s +log )

=1

= rlogn+ Zlog,ui

=1

= logn” + log H i

=1

Da der Logarithmus eine streng monoton steigende Funktion ist, wird der

Ausdruck .
log T wi
=1

genau dann maximal, wenn
,
H s
=1

maximal wird. Das ist genau dann der Fall, wenn alle p; gleichgrof§ sind,

also p; = % gilt. Daraus folgt a; = py;n = 2.

r

O
Lemma B.15:
Sein € N und f:RT — R mit f(z)=a%logZ,

Dann ist f monoton steigend fir x < %

Beweis: Die Funktion f ist differenzierbar nach z und fiir die Ableitung f’
gilt

2z n x
z In?2

f’(ac) =13 In
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Die Funktion f ist genau dann monoton steigend, wenn f'(z) > 0 gilt. Es

folgt

2z n x
"(z) >0 = ln—>-—"
Fle)z = ln2n$_ln2

n 1

e In—> -

x 2

— zz\/é

x
< >n

Si=

Lemma B.16:

Sein,k €N mit n >2und 1 <k < 3.
Dann gilt
logn < klog%

Beweis: Sei f(z) := xlog 2 —log n. Dann ist die Funktion f differenzierbar
und es gilt

f(z) = logn—logw —w

zln2

log n_ log e
x

Fiir die Ableitung f gilt dann

fz)>0 <= logg > loge

n
— —>e¢€
x
n
— < —
€

Analog 1a8t sich f'(z) < 0 <= z > 2 zeigen. Die Funktion f ist also fiir
z < 2 monoton steigend und danach monoton fallend. Fiir n > 2 gilt

fy =0
n n
I5) = 5 —logn
> 0
Daraus folgt f(k) > 0 fiir 1 <k < % und somit die Behauptung. O
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Anhang C

Symbolverzeichnis

|4

A\B
AD B
at+ A
P(A)

min A

max A

min(as, ..
max(as, . .

<z, y>
<z, y>r

|z]1
|z]o

log a

Ina

P(X)
fa,b
f=0(9)
[ =Qg)
f=0(g9)
[u, v]

Ju, o]

[n]

. 7al)
. 7al)

Komplement der Menge A

Grofle der Menge A

Mengendifferenz der Mengen A und B

Symmetrische Mengendifferenz der Mengen 4 und B
Verschiebung der Menge A um «

Potenzmenge der Menge A

Kleinstes Element der Menge A

Grofites Element der Menge A

Kleinstes Element der Zahlen aq,...,a;

Grofites Element der Zahlen aq, ..., q

i-te Koordinate des Vektors x

Skalarprodukt der Vektoren z und y

Skalarprodukt der ersten r Koordinaten

Anzahl der Einsen im Vektor x

Anzahl der Nullen im Vektor z

Bindrer Logarithmus von a

Natiirlicher Logarithmus von a

Kleinste ganze Zahl gréfer oder gleich a

Grofite ganze Zahl kleiner oder gleich a

Binomialkoeffizient ,,n iiber £“

Boolesches Pridikat B

Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von Ereignis X
Schreibweise fiir ( f;)s

Funktion f wéachst asymptotisch h6chstens so schnell wie Funktion ¢
Funktion f wéachst asymptotisch mindestens so schnell wie Funktion ¢
Funktion f wichst asymptotisch genauso schnell wie Funktion g
Abgeschlossenes Intervall zwischen v und » in IR

Offenes Intervall zwischen » und v in R

Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis n
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Anhang D

Variablenverzeichnis

K

"ERPATYRE S TSR s A
Rl S B @

Q7 mbw

o= <

Variablenzahl

Anzahl der wesentlichen Variablen

Menge der wesentlichen Variablen

Anzahl der unwesentlichen Variablen

Wertevektor von symmetrischen Funktionen
Thresholdwert von Threshold-Funktionen

Modulus von Modulo-Funktionen

Ordnung von Anzahl-Funktionen

Thresholdwert von gewichteten Threshold-Funktionen
Anzahl der Einsvariablen bei gewichteten Threshold-Funktionen
Boolesche Funktionen

Vektor der Lénge n

Zufillige Menge

Mengensysteme

Algorithmen

Problemstellung oder Invarianten

Translationen von Pflasterungen

Pflasterungen

Systeme von Pflasterungen

kleine Konstante
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